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1. Einfiihrung

i.1 Uberblick

Ausgehend von einer geeigneten Potenzreihe
P(z) = Z p 2"
n=0 "

definieren wir — zundchst noch ganz formal — Limitierung durch ein Potenz-
relhenverfahren iiber die Zuordnung

o

1 n
i = i
"l_l:lwsn z|—">|r P(z) ,E Pn®n?

Hierbel Ist (sﬂ) irgendeine komplexe Zahlenfolge. In der englisch-sprachi-
gen Literatur findet man als Entsprechung die Bezeichnung "power method"
(vgl. BirkHoLc [5], Ziv [34] oder Borwein [6]).

Unsere Vereinbarung l&Bt sich von zwei verschiedenen Ansatzpunkten aus
motivieren. Setzt man P(z)=(1—z)'°‘" und r=1, so haben wir die auf
BoORWEIN [7] zuriickgehende Verallgemeinerung A des gewdhnlichen Abel-
Verfahrens A=A, (vgl. ZELLER - BEEKMANN [33], 55, S. 110 und Erg. 67,
S. 186). Dagegen erhalten wir fir P(z)=e* und r=o das Borel-Verfahren
(s. [33], 66, S. 134 oder auch HoiscHEN [20]). Letztere Verfahrensklasse
wird hier nicht behandelt, denn dies wiirde den gesteckten Rahmen bei
weitem sprengen.

Gegenstand dieser Arbeit sind die Verfahren mit O<r <= (Abel-dhnliche
oder kurz Abelsche Verfahren). Wie die simple Parametersubstitution z=r-w
lehrt, diirfen wir uns hierbel auf r=1 beschrénken. In der Literatur werden
beim Grenziibergang z—>r bzw. z—>1 im allgemeinen lediglich reelle
Werte zugelassen. Nur vereinzelt, etwa beim klassischen Satz von Stolz zur
Permanenz des Abel-Verfahrens bei Anndherung an +1 innerhalb eines so-
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genannten Stolz'schen Winkelraums (Erweiterung des Abelschen Grenzwert-
satzes) oder bei SRIDHAR [30] und BusTtoz [13], die ebenfalls Stolz'sche
Winkel zugrundelegen, wird von dieser "Regel” abgewichen. Einige Autoren
benutzen zwar analytische Eigenschaften der zu limitierenden Hilfsfunktion
in gewissen Gebieten mit dem Randpunkt r bzw. 1, doch spieit deren lokales
Verhalten in der Néahe des Randpunktes und abseits der reellen Achse selten
eine Rolle. In den allermeisten Fillen kommen nur global-analytische Eigen-
schaften zum Zuge. Als Beispiel hierfiir sel auf BirkHovLc [3], [4] und [5]
verwiesen. Gerade die Behandlung von Grenziibergédngen in echt komplex-
wertigen Teilmengen des Einheitskreises (verallgemeinerte Stolz-Gebiete)
ist hingegen das Thema der vorliegenden Arbeit. Hierzu werden einige neue
Termini, wie Randfunktion, holomorphe Randabstandsfunktion oder PE-Folge
eingefilhrt sowie die oben gefaBte Definition der Limitierung durch Potenz-
rethenverfahren prézisiert und der Problematik angepaBt.

Wie schon angedeutet — und wohl auch hinlinglich bekannt — werden
herkommliche Stolz-Gebiete durch zwei sich im Punkt z=+1 unter einem
Winkel kileiner als wm schneidende Geradenstiicke bestimmt (Stolz'scher
Winkelraum). Da bei der Limitierung z—=1 eigentlich nur Punkte in unmit-
telbarer N&he des Randpunktes z=+1 Interessieren, filhrt man oft noch eine
Begrenzung des Winkelraumes auf Werte |z|21-3, §>0, ein und spricht dann
von Stolz'schen Dreiecken.

Bestimmende Elemente einer konventionell verstandenen Stolz-Menge sind
also zwel symmetrisch zur x-Achse liegende Geradenstiicke, die sich im
Punkt z=+1 schneiden und die eben angesprochene Begrenzung. Letztere
wollen wir in unsere Definition verallgemeinerter Stolz-Mengen iibernehmen.
An die Stelle von Geradenstlicken — im Sinne einer funktionalen Auffassung
also linearen Funktionen — lassen wir jedoch aligemeinere Kurvenstiicke
treten. Um funktionentheoretische Hilfsmittel moglichst friihzeitig und direkt
in die Diskussion einbringen zu kdnnen, verwenden wir indes nicht den von
der Anschauung induzierten differentialgeometrischen Kurvenbegriff, son-
dern beziehen uns auf eine Klasse reeller bzw. komplexer Funktionen und
fassen das Bild eines Intervalls der x-Achse unter einer relevanten Funktion
(Graph) als Begrenzungslinie (Rand) einer verallgemeinerten Stolz-Menge
auf. Hiermit haben wir eine begriffliche Vorstellung dessen umrissen, was
wir Im folgenden Randfunktion nennen und dessen, was wir unter einer
verallgemeinerten Stolz-Menge verstehen (Die exakten Definitionen werden
weiter unten gegeben). In diesem Sinne konnen wir einen gewdhnlichen
Stolz'schen Winkelraum mit dem OUffnungswinkel 8<n durch eine Randfunk-
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tion R(x)=x-tan ®/2 charakterisieren. Nun liegen Verallgemeinerungen auf
der Hand. Wihlen wir etwa R(x)=x2, so kénnten wir von einem " Parabel-
raum” sprechen, usw.

Da nun hinreichend klar sein diirfte, in welcher Weise die reellwertige
Limitierung Abelscher Potenzreihenverfahren in Richtung komplexwertiger
Limitierung veraligemeinert wird, sei noch etwas zur Methodik und den
Ergebnissen bemerkt.

Wie bereits oben kurz angesprochen, gibt es kaum Literaturstellen, die
das Thema dieser Arbeit, namlich Definition einer Systematik und Bildung
einer Theorie zur Behandlung komplexwertiger Limitierung mit Abelschen
Potenzreihenverfahren, essentiell beriihren. Daher ist es nicht verwunder-
lich, daB zur Losung der anstehenden Probleme z. T. neuartige Ansitze
gefaBt und uniibliche Wege beschritten werden muBten. Lediglich bei direkt
mit Momentenfolgen zusammenhéingenden Siitzen konnten ausgetretene
Pfade begangen werden. Einer der neu angelegten Wege zur Behandlung von
Vergleichssidtzen beginnt mit der Untersuchung von "Differentialtransfor-
mationen” zwischen geeigneten Potenzreihenverfahren, einer jener neuar-
tigen Ansdtze stiitzt sich z. B. auf den Begriff der holomorphen Randab-
standsfunktion, darunter wird eine holomorphe Funktion verstanden, die fiir
ein geeignetes verallgemeinertes Stolz-Gebiet zu jedem Punkt z aus diesem
Gebiet bis auf einen von z unabhéngigen Faktor den Abstand von z zum Rand
des Gebietes angibt. Letztere Begriffsbildung ist der Ausgangspunkt fiir
eine Reihe von weiteren Uberlegungen, die schlieBlich zu einer Anwendung
der Cauchy'schen Ungleichungen fiir Ableitungen fiihren. Darauf basierend
beweisen wir einen Satz iiber den Vergleich von Potenzreihenverfahren
bel komplexwertiger Limitierung. Typischerweise werden zur Formulierung
dieses und weiterer Sdtze Begriffe benotigt, die an dieser Stelle entweder
garnicht oder nicht in der notwendigen Exaktheit vermittelt werden kénnen.
Nur soviel sel vorweggenommen, die auftretenden Anwendbarkeitsvoraus-
setzungen sind stets von der Art einer Wachstums~- oder GréBenordnungs-
bedingung an Ableitungen der beteiligten, durch Potenzreihen bestimmten
Funktionen (z.B. P wie oben), oft in Relation zu den zugrundegelegten Rand-
funktionen. Die bewiesenen Tauber-Sitze beziehen sich fast ausnahmslos
auf Tauberbedingungen eines neuen, in der Literatur nicht belegten Typs
(Ableitungen der zu limitierenden Hilfsfunktion),

Die eher abstrakten Resultate des Hauptteils (Kapitel 3) werden im an-
wendungsorientierten letzten Kapitel samtlich mit konkreten Inhalten aus-
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gefulit. Ein wichtiges Ergebnis aus diesem Feld ist der Aquivalenzsatz A A
fir die BorwEIN'sche Verallgemeinerung der Abel-Verfahren bei Limitie-
rung in gewdhnlichen Stolz-Mengen, ein weiteres, der Permanenzsatz fiir
das logarithmische Verfahren L, der etwa besagt, daB eine konvergente
Folge (s") auch durch L limitiert wird, nur voraussgesetzt, z bleibt beim
Grenziibergang z—>1 signifikant innerhalb des Einheitskreises. Ebenfalls
bedeutsam sind die Aussagen zur Beziehung von Gronwall- und Abel-Ver-
fahren. Wir verifizieren in diesem Zusammenhang Verschiarfungen zweier
Sétze von BusToz [13], Insbesondere geben wir deutlich kiirzere Bewelse
derselben und fiigen die Behauptungen erfolgreich in den allgemeineren
Rahmen der formulierten Theorie ein.

Ein Wort noch zu den Grundiagen der Theorie. Diese wird im zweiten
Kapitel fundiert aufgebaut. Darliber hinaus werden auch Fragestellungen
behandelt, die dem Wesen nach grundlegend neu sein miissen, da sie die
gegenseitige EinfluBnahme zwischen Potenzreihenverfahren auf der einen
und Randfunktionen auf der anderen Seite betreffen. So zeigen wir z.8., da8
zu einer geeignet vorgelegten Randfunktion R stets zwei verschiedene Po-
tenzreihenverfahren existieren, von denen bei Limitierung in der durch R
bestimmten verallgemeinerten Stolz-Menge nur jewells eines permanent ist.
Ein &hnlich gelagerter Satz macht eine Aussage liber die Verinderung der
Limitierungseigenschaft eines Potenzreihenverfahrens bei Modifikation der
zugrundeliegenden Stolz-Menge bzw. der bestimmenden Randfunktion.

Auf die wichtigsten Ergebnisse sei nun noch kurz zusammenfassend hin-
gewiesen: 2.1.3 (Existenz holomorpher Randabstandsfunktionen), 2.2.6
(Cauchy-Ungleichungen in Stolz-Gebleten), 2.3.3 (Permanenz und Randfunk-
tionen), 2.3.5 (Limitierung und Randfunktionen), 3.1.2 (Momentenfolgen-
Vergleichssatz), 3.2.8 (Existenz einer “Differential”-Transformation zwi-
schen Potenzreihenverfahren, die iiber eine polynom-erzeugte Folge ver-
kniipft sind), 3.2.11 (Aligemeiner PE-Folgen-Vergleichssatz), 3.3.1 (Allgemei-
ner Aquivalenzsatz), 3.3.3 (Aquivalenz mit dem Abel-Verfahren), 3.4.9
(Spezieller PE-Folgen-Vergleichssatz mit notwendigen und hinreichenden
Vergleichsbedingungen), ebenso 3.4.10, ferner die Taubersidtze 3.5.2 und
3.5.3. Anwendungsbezogene Aussagen: 4.1.5 (Aquivalenzsatz fiir Abel-Ver-
fahren), 4.1.6 (Taubersatz fiir Abel-Verfahren), 4.2.13 (Taubersatz fiir das
logarithmische Verfahren L), 4.2.4 (Permanenzsatz fiir L), 4.3.4 und 4.3.6
(Beziehungen zwischen Abel-Verfahren und Gronwall-Verfahren).
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1.2 Begriffsbhestimmungen

Im folgenden geben wir Definitionen fiir die grundlegenden Begriffe zur
Behandlung von Abelschen Potenzreihenverfahren mit komplexem Parameter.

1.2.1 DEFINITION (Randfunktion)

Eine im Nullpunkt stetige, nullpunktstreue reelle Funktion Y g
nennen wir Randfunktion, wenn es ein positives § gibt, so da8 R
im Intervall [0,6] monoton nicht fallend Ist.

1.2.2 DEFINITION (verallgemeinerte Stolz-Mengen)

Sei R eine Randfunktion. Fiir jedes §>0 verstehen wir unter S(R)
die Menge

{ze €| 0<1-Rel2)s8, [Im(2)|sIR(1-Re(2)] }

Die Sprechweise "z—>1, z¢S(R) " soll bedeuten: 380, so da8
Z befim Grenziibergang z—>1 stets in SS(R) bleibt. Allgemein ist

die Notation S(R) als wohlverstandenes Synonym zu der Umschrel-
bung ‘eine verallgemeinerte Stolz-Menge zu R™ zu nehmen.

1.2.3 DEFINTION (Potenzreihenverfahren)

Sei R Ist eine Randfunktion, (pn) irgendeine Folge und P eine
auf [0,1[ nullstellenfreie Funktion. Ferner gebe es ein $>0 und
eln Gebiet D :)[0.1[USS(RJ in welchem P und die Potenzreihe
zpnz" beide holomorph sind. Weiter gelte

Vee[O1[: 1im % =0 fur z—>1, z < S (R)
und
1 ©
¥V ee[0,1[: lim m % pnzn =1 fir z—>1, z¢ Ss(tR)

Das Tripel [Pip iR] nennen wir ein (Abelsches-) Potenzreihen-
verfahren. Gilt sogar

1 Darvmter sel eine Funklion verstanden, die Tir reelle Argumente stets reelle Werte snnimmt.
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@«
P(z) = 2, 2
n=0

so sprechen wir auch von einem normierten Potenzreihen-
verfahren.

Mit Hilfe dieser Vereinbarungen definieren wir nun einen auf die Problema-
tik komplexwertiger Limitierung angepaBten Grenzwertbegriff.

1.2.4 DEFINITION (Limitierung)

1.2.5

Sei [P;pn;R] ein Potenzreihenverfahren und (s ) Irgendeine kom-
plexe Folge. Wir setzen

o
O n
o[P;pﬂ] [s,]@ := P(z) Epn ®n?
Wenn 0=O[p.p 3 fir ein 8>0 holomerph ist in einem Gebiet D cC
Lt o

[0ALUS{R), und es ein se € gibt, so daf
Vee[0[: @[s ] (2) — s fir z —1, z¢S(tR),

dann sagen wir, dle Folge (s ) sel [P;p_ :R1-limitierbar (und
zwar zum Grenzwert s).
Falls das letztere zutrifft, schreiben wir auch

[PipiR1-lims =s bzw. s —>s ([Pip_ iR])

BEMERKUNG

Jedes Potenzrelhenverfahren [P;pn;R] limitiert die Konstantenfolge
(c) ..o offensichtlich zum Grenzwert c. Daher folgt fiir ein Paar von
Potenzreihenverfahren [P;pn; R] und [Q;q n;R] aus der Inklusionsbezie-
hung

(») s, 0 [Pp:R] = s,—> 0 [Qiq ;R]

sofort dle volle EinschlieBung [P;pﬂ;R] c [Q;qn;R] mit Vertriglichkeit.
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Denn gilt etwa [P;p ;R] - lim s_=s, so Ist (s_-s) wegen
®pls -s] = @pls 1~ @yls]
elne [P;p";R] - Nullfolge und somit, aufgrund von
QP[sn] = Op[c"-s] + Op[s]

und (#), auch [Q;q ;R] - lim s = s.

Wenn klar ist, welche Randfunktion wir meinen, dann verzichten wir auf die
Angabe von R und bezeichnen schon [P;pﬂ] als Potenzreihenverfahren. In
vielen interessanten Féllen haben wir es iiberdies mit normierten Verfahren
zu tun. Dann beschranken wir uns auf die Angabe nur eines bestimmenden
Parameters und schreiben einfach [P] bzw. [p ] fur [P;p ].

Falls Q[P-p ][sn](z) beim Grenzlbergang z—=1, z2¢S(tR) beschrankt Ist,
"

so notieren wir sinngemdB auch s = O(1)[P;p ;R]. Villig analog ist die
Schreibweise s_= o(1) [P;p ;R] zu verstehen.

Diese Konventionen wollen wir hinfort beibehalten. Des weiteren unter-
driicken wir bei den hdufig auftretenden Limesbildungen der Form lim s
meist den eigentlich erforderlichen Zusatz " fiir n— ®". Unter "i" ver-
stehen wir die imagindre Einheit Y-1. Manchmal verwenden wir den Buch-
staben i auch als Summationsindex. Verwechslungen oder MiBverstindnisse
sind in all diesen Fillen ausgeschlossen. Im Zusammenhang mit Potenz-
reihen des in den Definitionen 1.2.3 und 1.2.4 notierten Typs verlangen wir,
ohne dies im Einzelfall immer wieder zu betonen, in der Regel zumindest
Konvergenz in einer Umgebung des Nullpunktes. Um Unklarheiten zu ver-
meiden, werden darliber hinausgehende oder abweichende Voraussetzungen
immer gesondert formuliert.

In Definition 1.2.3 haben wir lediglich Funktionen P zugelassen, die auf
dem reellen Intervall [0,1[ nullstellenfrei sind. Da die relevante Funktion P
bei der Definition der Limitierung im Nenner auftritt, scheint dies zuniéchst
eine natiirliche Voraussetzung zu sein. Dennoch handelt es sich hierbei um
eine durchaus verzichtbare Bedingung, die nur mit der Intention eingeflhrt
wurde, einige der nachfolgenden Siitze knapper formulieren und beweisen zu
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konnen. Indes, man macht sich leicht klar, daB damit kein Verlust an All-
gemeinheit verbunden ist.

Der einfache Grenziibergang z—>1, z¢S(R) stellt ersichtlich hohere An-
spriiche an die zu limitierende Funktion, als die Familie von Grenzlbergén-
gen z—>1, 2¢S.(tR), 1¢[0,1[. Wir werden beide Methoden Limitierungsprob-
lemen zugrundelegen. Unser Hauptaugenmerk richten wir allerdings auf das
letztgenannte Verfahren, weil sich gerade damit viele Aussagen in einer
pragnanten Form aussprechen lassen. Gelegentlich ist jedoch auch der
erstgenannte Grenzilbergang das addquate Mittel zur Behandlung einer
limitierungstheoretischen Fragestellung. Beide Ansitze sind von der konven-
tionell verstandenen Limitierung im Reellen bzw. im Stolz'schen Winkelraum
her motivierbar,

Der gefaBte Limitierungsbegriff 148t sich problemlos auf absolute und
starke Limitierbarkeit erweitern. Wir gehen nur kurz auf eine mdgliche
Definition der ersteren ein. Hierzu kniipfen wir unmittelbar an 1.2.4 an:

(s,) helBt absolut [P;pn;R]-llmltlerbar. wenn das Integral

J o408 10| 1]

fir alle te[0,1[ und alle Wege C, von 0 nach z In D beim
Grenziibergang z—>1, zeS(tR), beschrédnkt bleibt.

Zur Motivation dieses Ansatzes sei auf FEKETE [15], FLETT [17], MiSHRA
[27] oder auch Borwein - Rizvi [35] verwiesen. Fragestellungen zur
absoluten Limitierung werden wir allerdings nicht vertiefen,

In den Definitionen 1.2.2 bis 1.2.4 konnen wir anstatt z—>1, z¢S(R) natiir-
lich auch 1-z—> 0, z¢S(R) schreiben; ebenso Re(1-z) fiir 1-Re(z). Wenn wir
nun liberall in den so umgeschriebenen Definitionen die Terme 1-z durch 1/z
und — ganz formal — das Intervall [0,1-0]:=[0,1[ durch [0,1/0]:=[0, [
ersetzen, so erhalten wir ganz zwanglos eine sinnfdllige Definition verall-
gemeinerter Borelscher Potenzrelhenverfahren. Wie bereits oben erwihnt,
werden wir auf diese Verfahren jedoch nicht ndher eingehen. Soviel sei
immerhin gesagt, vermoge der skizzierten Analogie lassen sich einige inter-
essante Aussagen der nachfolgend entwickelten Theorie relativ einfach in
Sétze Uber Borelsche Potenzreihenverfahren umsetzen.
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2. Randfunktionen und Potenz-
reihenverfahren

2.1 Holomorphe Randabstandsfunktionen

In diesem Abschnitt filhren wir den fiir das Weitere grundlegenden Begriff
der holomorphen Randabstandsfunktion ein, und beweisen auch gleich zwei
Existenzsétze. Wir beginnen mit der folgenden Definition:

2.1.1 DEFINITION (holomorphe Randabstandsfunktion)

Sei R eine Randfunktion. Eine komplexe Funktion h nennen wir
eine holomorphe Randabstandsfunktion in S(R), wenn es ein §>0
gibt, so daB gilt

(i) h ist holomorph in 38 (R).

(i) fur alle te[0,1[ existieren Konstanten a, . b, . 3>r,>0 mit

858 qq(z) < |h(z)| < b, - ogl2)  flur alle zcsrt(R).

Unter pR(z) verstehen wir hierbei den Randabstand eines Punktes

z aus S, (R), also gglz) = inf { |z-w| | w€dS, (R) }.

Die Menge aller holomorphen Randabstandsfunktionen beziiglich
S(R) bezeichnen wir mit HR(R).

Aufgrund von Punkt (ii) dieser Vereinbarung ist mit h auch jedes Produkt
c*h, ceC, eine holomorphe Randabstandsfunktion.

Unser Ziel ist nun zunéchst der Nachweis, daB, zumindest unter geeigneten
Zusatzvoraussetzungen an die Randfunktion R, die Menge HR(R) im aligemei-
nen nicht leer ist. Da wir nur an holomorphen Randabstandsfunktionen interes-
siert sind, vereinbaren wir noch
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2.1.2 DEFINITION (holomorphe Randfunktion)
Eine komplexe Funktion R, fir die gilt

(i) RIR ist eine Randfunktion
(if) R(1-z) ist holomorph in einem Gebiet D > SS(R). >0,

nennen wir eine holomorphe Randfunktion (in D).

Eine erste, relativ alilgemeine Existenzaussage macht der folgende Satz:

2.1.3 SATZ (Existenz holomorpher Randabstandsfunktionen)

Wenn eine holomorphe Randfunktion den Bedingungen

(i) 3xo>0: % ist monoton nicht-fallend und beschridnkt

fir alle xe]O,xo].
(i) Ja>0: R(x)<aR(X/2) fur Osxsx,
(i) Je,d,8>0: c|R(Re(1-2))| < |R(1-2)| < d|R(Refl1-2))|

fir alle z¢ SS(R)

gentigt, sa ist h(z) = R(1-z) eine holomorphe Randabstandsfunk-
tion In S(R).

Beweis: Wir fixieren Konstanten a,c,d >0 und wiahlen insbesondere
§>x,>0. Sei zundchst R(x)>0 fiir alle x«]o.xol. Nach (i) gibt es ein

m:¢N, so daB
g—% < (2™-DV2  fir alle chO,xo].

Wegen R(0) =0 und der Stetigkeit vonRin [0.)(0] knnen wirein x, ¢ ]O.xo]
wihlen, das der Ungleichung

(§)) R(x,) < XX,

geniigt. Die Monotonie von R zieht dann

(2) Rix) < Xo~ X, fiir alle xc[O.xl]

Hieronymus Fischer
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nach sich. Sei nun t¢[0,1[ und zeSx(R) sowlie xz-lyz = 1-z. Ferner be-
1

bezeichne pR(z) (wie in Definition 2.1.1) den Randabstand von z in
Sa(R). Zundchst beschrdnken wir uns auf Y, 2 0.

Der Randabstand von z in Sx (R) ist
0

(3) pp(z) = min { |z-w| I weasxo(R) }

Aufgrund von

(4) oS_ (R) = G(R) v G(-R) v M

xq 0
mit G(R) = { x+iR(x) | 0sx<x, }
und Mo = { Xy ty | —R(xo)SySR(xo) }

folgt fiir alle wao

(5) lz-w| 2 lxz—Re(w)I = X

o

“X, 2 X, X, > R(xz)

Daher nimmt die Randabstandsfunktion oR(z) ein Minimum fiir we¢ G(R) an,

Aus Symmetriegriinden ist G(-R) in der Tat kein Kandidat, da wir y, =0
vorausgesetzt haben. Demnach gilt fiir X <X,

(6) pn(z) = min [ |z-w]| | weG(R) }

Wir suchen also den Abstand von z beziiglich der durch den Graph von
R gebildeten Kurve. Bekanntlich gibt es nun einen Punkt w=z . auf
dieser Kurve mit p_(z) = |z-z |. Insbesondere ist der "Vektor" z-z, be-
ziiglich der Kurve normal in 2y = l—foin . Die Existenz und die Ein-
deutigkeit von Zyg werden durch die Bedingung (1) sichergestellt,

Da also die Strecke z'in mit der Tangente des Graphen von R einen
rechten Winkel bildet, haben wir

7) InDe . (R )"
XN'Xl Jax lx:xN
Ftir den Schnittpunkt Zg der Strecke f’zN mit dem Graphen von TR gilt

natiirlich eine entsprechende Beziehung mit und Xg anstelle von Yz

Hieronymus Fischer 11
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und X, Wie man sich leicht iiberlegt, gelten die Ungleichungen
(8) Xy € Xg < Xy und ¥, > yg> ¥,

Aufgrund von (i) ist weiter

x

2R 4 ¢8R 2 =
.[ oy S Eawbax (xg-xy)
x s

also
(9) Y~ W $ T g§-|x=x : (xs-xN)
s

Mit Hilfe von (7) und (9) konnen wir nun folgern

YN T INTYs* Vs N

W

dR
yN_ys*tﬁlx:xs' (xs_xN)

- yN-ys't%%I)(:xs' %ﬁlx:xN. (yN_yS)

.SR
(1"t 3% x= =Xg Tox|x= xN) nYs)

A

(1+2(2™-1)) (y¥s)

A

m
27 g
bzw.

(10) Ke¥e 2 2™ (1-1) , 8
Also gilt

(11) >YnYs

Hieronymus Fischer
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> 37 (1) ¥y

Des weiteren haben wir

*N
(12) . R(xN) = %%dx < (2"‘ 1)'/2 Xy
o
und nach (7)
_ oR
T % T B|xex (yn¥2)

(13) < (2m-1)V2 (y-y,)
< (2m-a)12 y
d. h.,
X, Xy < (2"’—1) L
bzw.
(14) L el

N z

Die Monotonie von R hat nun mit (ii)

(1) Y = R(xy) 2 R ™x,)
5 W R(x,)

zur Folge. Die Giiltigkeit der letzten Ungleichung leitet man aus (ii)
leicht durch vollstdndige Induktion nach m her.

Wenn wir nun (iii) beriicksichtigen und (11) und (15) zusammenfassen,
sind wir fast fertig:

(16) ep(z) > 277 (1-1) y

Hieronymus Fischer
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2 27™ (1-7) a™™ R(x,)
= i-T ¢

> g~ m —d-a m IR(]'Z)I

Bei Verzicht auf die Beschridnkung yzzo werden wir auf die identische
Beziehung gefithrt. Dies ergibt sich schon aufgrund einfacher Symme-
trieitberlegungen. Wir haben daher bewlesen:

Ve'e [00: 3550: VzeSy(tR): [R(1-2)| < 27274 o (2)

Hierbei ist pR(z) sinngemdB als Randabstand in SS.IR) zu verstehen.
Andererseits zieht (7)

"

2 2 2
l2=2gI" = (x=%1)° + (y,-¥y)

)2

"
P
—

-
~
(vg

*
>
1
>
p—
)
e

6 g

A
)
|
<
N|
<
Z

nach sich. Dies bedeutet aber
er(z) s 2™72 |y, |

< 2™/2 |R(Re(1-2))|

m/2

< = IR(1-2)]

und somit auch ( mit erlz) beziiglich §' definiert)
Ve'e[04[: 3850: YzeSy(wR): [R(1-2)| 2 ¢ 2772 o_(2)

Daher haben wir nachgewiesen, daB h(z) = R(1-z) tatsichlich eine holo-
morphe Randabstandsfunktion ist.

Hieronymus Fischer
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Lassen wir nun die eingangs gemachte Voraussetzung R(x)>0 fallen,
dann gibt es ein xze]o.xo]. so daB R(x2)=0. Demnach ist R(x)=0 fiir

alle xc[O.xz]. mithin entartet SB(R) fitr §<x, zu einem Intervall ]0,5]
der x-Achse. Trivialerweise ist der Randabstand in SS(R) nun identisch

Null. Die Aussage des Satzes gilt daher auch in diesem Falle unver-
dndert. &

Mit Hilfe des eben bewiesenen Satzes zeigen wir nun, daB die Mehrzahl
der interessierenden Randfunktionen zugleich holomorphe Randabstandsfunk-
tionen sind. Das ist bereits der angestrebte konkrete Existenzsatz.

2.1.4 SATZ

Seien a,p ¢ R, a21, >0 sowie X eine reelle, im Nullpunkt holo-
morphe Funktion mit A(0)=0, X(0)20 und 1"(0)>0.
Dann ist

R(z) = B z* (1+)(2))

eine holomorphe Randfunktion und h(z) := R(1-z) eine holomorphe
Randabstandsfunktion in S(R).

Beweis: Zundchst gibt es ein §>0, so daB ) in einer $§-Umgebung des
Nullpunktes holomorph ist und fiir alle x=Re(z)¢]0,5] sowohl Nix) als
auch \'(x) positlv sind. Demnach sind auch

(1) R = aBx® ! (142 (%) + BX*N(x)
und
(2) R = alo-1)Bx* "2 (1+A(x)) + 20Bx™ ! W) + BX® N'(x)

filr alle x¢]0,5] positiv. D.h., R(x) Ist monoton nicht-fallend wegen (1)
sowie R'(x) ist monoton nicht-fallend wegen (2) und beschridnkt auf-
grund von (1). Damit haben wir bereits gezeigt, daB R(1-z) eine holo-
morphe Randfunktion ist, die Satz 2.1.3(i) gentigt. Um die Behauptung
zu beweisen, mlissen wir nur noch die Bedingungen (il) und (iii) des
genannten Satzes verifizieren,

zu (ii): Das oben eingefiihrte § konnen wir natiirlich so wéahlen, daB
1/22)\(x)20 fiir alle x<[0,5]. Demnach ergibt sich

Hieronymus Fischer
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R(x/2) = 27%Bx®™ (1+A(x/2))
2 27%x™ 271 (1+1/2)
2 27% 1 gx® (14A(x)

2 27%1 R fiir alle xe[0,5]

zu (iii): Bei geeigneter Wahl von § gilt |x(z)|<1/2 fiir alle zeAs(O).

Aufgrund dessen schlieBen wir
172 < 1-|A(2)| s [1+A(2)]| < 1+|A(2)] < 3/2

und folglich, mit x+iy =z

1.1/2 ( inaa-2)| ( 3/2 _
3 3/2 7 Tima-xl T 172

fiir alle zeAg(1).
Des weiteren gilt

R{1-x) _ -1 -1
0 < e Bl1-x) (I*X(l'x)) < %—BS“

Daher ergibt sich fiir alle zeSs(R)

0 < —IL—Z)E < %IBIS""

Aufgrund von

|R(1 3 Il i |°‘ ||1+>\<1 z)|
IR(1-%) 1+2 (1-x)|

s(h%) I

werden wir somit auf die gewiinschte Abschédtzung

=8 R{1-2) 3 a-11%,
< fREE < (erimieet)- o

gefiihrt, die nach der gegebenen Ableitung fiir alle zesa(R) zutrifft, &

Hieronymus Fischer
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Die Aussage dieses Satzes wird sich noch als sehr niitzlich erweisen. In
praktisch allen relevanten Fillen konnen wir uns namlich die Bestimmung ei-
ner Randabstandsfunktion unter Berufung auf Satz 2.1.4 ersparen. Um die-
sen Sachverhalt hervorzuheben, definieren wir daher:

2.1.5 DEFINITION (Standard-Randfunktionen)

Eine Funktion Ri(z) := Bz% mit «,8>0, bezeichnen wir als Standard-
Randfunktion oder kurz als SRF. Gelegentiich schreiben wir auch
genauer ReSRF(w.B).

Nach Satz 2.1.4 sind SRFen mit «21 tatsdchlich zugleich (holomorphe) Rand-
funktionen und — nach Argumentensubstitution 1-z — holomorphe Randab-
standsfunktionen, Wie man leicht zeigt, gilt dies fir «<1 jedoch nicht mehr,

Eine sehr spezielle Klasse von Randfunktionen wurde bereits friiher benutzt.
Es handelt sich hierbei um die sogenannten “Stolz'schen Dreiecke”, bzw.
"~Winkel” (s, Knopp [25] Satz 233, S. 219 ff ). Tatsiéchlich entspricht
S(R), mit R(z)=z-tan ©, 0<0<™/2 gerade einem Stolz'schen Dreieck mit dem
Offnungswinkel 2© (in 1). In der hier verfolgten Richtung wurden indes
keine Untersuchungen angestelit. Dennoch wollen wir vereinbaren:

2.1.6 DEFINITION (Stolz'sche Randfunktionen)

Eine Randfunktion R(z) = Bz, 0<B< @ , bezeichnen wir als Stolz'sche
Randfunktion.

Beziiglich Stolz'scher Randfunktionen werden wir spiter eine weitreichende
Aussage lber die Aquivalenz gewisser Potenzreihenverfahren mit dem Abel-
Verfahren verifizieren.

Beim Beweis von Satz 2.1.3 hatten wir Randfunktionen die fiir ein x>0 ver-
schwinden als Sonderfall behandelt. Der Grund hierfiir liegt in der Entartung
von S.(R) fiir geniigend kleine &>0. Solche Randfunktionen sind dem gewihiten
Zugang zu einer Theorie veraligemeinerter Potenzreihenverfahren offensicht-
lich fremd. In der Tat lassen sich die weitaus meisten — und interessantesten
— der in dieser Arbeit bewiesenen Aussagen iiber Potenzreihenverfahren nicht
auf den angesprochenen, sozusagen “pathologischen” Fall libertragen. Indes,
auch verschwindende Randfunktionen verdienen Beachtung, denn sie schaffen
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die Verbindung zwischen den gewidhnlichen Potenzreihenverfahren und deren
hier betrachteten kompexwertigen Verallgemeinerung.

Wir vereinbaren daher die folgende Redeweise:

2.1.7 DEFINITION
Eine Randfunktion R, die fiir ein x>0 verschwindet, nennen wir
entartet.

Entprechend dieser Definition haben wir es im folgenden meist mit "nicht-
entarteten” Randfunktionen zu tun. Insbesondere sind SRFen und Stolz'sche
Randfunktionen nicht entartet.

Zum Vergleich der Wirkfelder von Potenzreihenverfahren mit unterschied-
lichen Randfunktionen ist die folgende Begriffsbildung niitzlich.

2.1.8 DEFINITION

Fir zwei Randfunktionen R, und RZ schreiben wir R, L R_, wenn

2:

(%) Ve>0: 33>0: Yxe]O,8[: R,(x) < (1+s)R2(x)

Falls R,S.Re und st R, . 50 notieren wir R, x Rz‘

2.1.9 BEMERKUNG
Wenn wir zu einem beliebigen t,¢10,1[ zuerst ein e<1/t, wahlen und
dann !2==(1+e)t1 setzen, so gilt in 2.1.8(#) 1R, (x) <t Rz(x) mit
0<t2<1. Wie man leicht einsieht, ist daher 2.1.8(%) eine hinreichende
Bedingung fiir

(+) Vt,e[o.l[: 3(26 [0,1[: 338>0: Yxe]O,3[: t,R,(x) s t,R, 00

Umgekehrt folgt aus (+), ausgehend von einem willkiirlich festgelegten
€>0 und einem t'¢]0.1[ mit 1/t,>1+e sowie t2!=(1+e)t1<1. sofort

R (x) < (1+e)Rz(x)

Daher sind die Bedingungen (+) und 2.1.8 (*) dquivalent.

Hieronymus Fischer
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Definition 2.1.8 ist von Nutzen zur kiirzeren Darstellung mancher Beweise.
Ist namlich eine gutartige Eigenschaft E — etwa Konvergenz oder Beschriankt-
heit — beziiglich des Grenziibergangs z—>1, z¢S(tR), O<t<i erfiillt, so trifft
E natiirlich auch fir den Grenziibergang z—>1,z¢S(t'R"), 0st'<l zu, wenn
nur R' < R. Dies ist klar, denn die charakterisierende Bemerkung 2.1.9(+)
sagt ja gerade aus, daB zu jedem t'<1 ein t<! und ein §>0 existieren mit
S,(t'RY) C Ss(tR). Wir haben folglich

2.1.10 LEMMA
Wenn R'SR , und eine Konvergenz- oder Beschriénktheitseigen-
schaft E trifft beziglich des Grenzibergangs z—>1, z¢S(tR),
Ost<? zu, so gilt E auch bei z—»1, zeS(t'R’), Ost'<1,

2.1.11 BEMERKUNG
Analog zur Begriffsbildung " £ “ kann man eine Relation “<" definieren.
Hierzu geniigt es, in 2.1.8(#) einfach £=0 zu setzen. Wie man sich
leicht liberlegt, leistet diese Definition beziiglich des Grenzlibergangs

z—> 1, z¢S(R) dasselbe, wie " < “ beziiglich z—>1, z¢S(tR), 0st<1.

D.h., Lemma 2.1.10 gilt analog.

2.2 Das VYerhalten der Ableitungen elner
holomorphen Funktion in S(R)

Wenn man holomorphe Funktionen in beliebigen Gebieten betrachtet, so wer-
den durch die Cauchy'schen Ungleichungen — ohne nihere Kenntnis der frag-
lichen Funktion — die bestmdglichen Abschidtzungen lber das Verhaiten der
Ableitungen bei Annaherung an den Gebietsrand gegeben. Speziell fiir Stolz-
Mengen bzw. ~Gebiete ergeben sich hieraus unmittelbare Konsequenzen bezlig-
lich des Randpunktes z=+1, Ein entsprechendes Resultat formulieren wir in
Satz 2.2.6, dem wichtigsten dieses Abschnitts. Zuvor bemerken wir noch ei-~
niges zur Schreibweise.

2.2.1 DEFINITION

Sei R eine Randfunktion. Gilt fiir eine komplexe Funktion f
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(1) Vxe[0,1[; 3820, c>0: VzessltR): If(z)]<c

so schreiben wir fe OR(I).

Entsprechend notieren wir feoR(H. wenn

(i) Vte[0.1[: Ye>0: 33>0: Vz:Ss(tR): If(z2)] <€

2.2.2 BEMERKUNG
Formuliert mit Hilfe gebrauchlicher Landau'scher Symbole haben wir

fEOR(l) & Vre[0,1[: flz)=001) fiir z—>1 , zeS(zR)
bzw.
feo (1) & Vte[0,1[: f(z)=0(1) fiir z—>1 , zeS(tR)

Wie man leicht nachpriift, geniigen die Elemente von Op bzw. o den
gleichen Rechenregeln wie die entsprechenden Landau'schen Symbole.

Deren Schreibweise legt es daher nahe, anstelle von chR(l) bzw.

fconm einfach f=OR(I) bzw. f=on(1) zu notieren. Analog schreiben wir
auch f=OR(g). falls f/9=0,(1) und f=on(g). falls f/g=0 (1),

Im Sinne dieser Begriffsbildungen Ist eine Folge (sn) genau dann
[P;p n;R]- limitierbar (zum Grenzwert s), wenn o, [sn- s](z) = 0,(1) bzw.
o, [s"](z) = s+o (1), Welterhin gilt s = O(l)[P;p";R] dann und nur dann,
wenn QP[sn](z) =0p (1).

Fiir den Punkt (i) der Definition 2.1.1 (Randabstandsfunktionen) bekommen
wir ebenfalls eine kompaktere Form. Offensichtlich ist 2.1.1(ii) dquivalent mit
h= OR(pR) und Pp= OR(h).

Wir benutzen diese Schreibweise sogleich zur Formulierung von zwei wei-
teren Definitionen.

2.2.3 DEFINITION

Sei R eine Randfunktion. Eine holomorphe Randabstandsfunktion
h beziiglich S(R) nennen wir glatt, wenn h'=0g (1) .
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2.2.4 DEFINITION
Sei R eine Randfunktion. Eine holomorphe Randabstandsfunktion
h beziiglich S(R) die der Bedingung

(#) VY1c10,1]: h=0_.(p 5) und p_ =0 _(h) flr z—>1, zeSR)

genligt, versehen wir mit dem Attribut total,

Den Inhalt dieser Vereinbarung konnen wir etwa so charakterisieren: Eine
Randabstandsfunktion h beziiglich S(R) ist total genau dann, wenn h fiir jedes
1¢]0,1] Randabstandsfunktion beziglich S(tR) ist.

2.2.5 SATZ

Sei ReSRF(a,B) mit w21 und h(z):=R(1-z), Dann ist h(z) eine glatte,
totale und holomorphe Randabstandsfunktion in S(R).

Beweis: Die Glattheitsaussage ist klar. Zum Beweis des Restes fiir o>1
greifen wir auf Satz 2.1.3 zuriick. Die Bedingungen dieses Satzes sind
erfiilllt. Mehr noch, sie gelten offensichtliich auch fiir jede Randfunk-
tion tR, t]0,1]. Daher ist tR(1-z) und folglich auch R(1-z) eine holo-
morphe Randabstandsfunktion in S(tR), Mit dem Hinweis auf die charak-
terisierenden Bemerkungen zu Definition 2.2.4 kénnen wir schlieBen. &

Wir kommen nun zu einem der Kernsitze fiir die Behandlung von komplex~
wertigen Potenzreihenverfahren. Im wesentlichen stellt dieser Satz eine
addquate Formullerung der Cauchy’'schen Ungleichungen fiir Ableitungen dar.
Damit ist auch bereits das wichtigste Werkzeug zum Beweis genannt.

2.2.6 SATZ
Sei R eine nicht-entartete Randfunktion, h eine totale Randab-
standsfunktion in S(R) und f eine fiir geeignetes r>0 in S (R) holo-
morphe Funktion. Dann gelten

(k}

(M f=0,() =  VkeN: f'“'=0_(h™ )
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() fzo )  => VYkaN: 'z o (h™)

Bewels: Sei f=OR(1). Dann gibt es fiir alle t, 0<t<1, eine Konstante a>0
und ein §>0, so daB |f(z)| fiir alle z:Ss(tR) kleiner als a bleibt,

Da h total ist, existiert fiir jedes t, O<t<t eine Konstante b und ein §'<§
mit lh(z)lsbptn(zi fiir alle z¢S, (tR). Nach Anwendung der Cauchy’schen
Ungleichungen fiir Ableitungen ergibt sich daher

(k)

(1) £ )| < k1ag Kz < klab* |h(z) "X

fiir alle uSs.(tR). keN.

Da wir nun t beliebig nahe an 1 und t beliebig nahe an t wéhlen kdnnen,
haben wir

(k) _ -k
(2) f= On(h )

Damit ist (i) gezeigt; (ii) beweist man vollig analog. &
Wir gehen sogleich eine erste Anwendung dieses Satzes an:

2.2.7 LEMMA

Sei R eine nicht-entartete Randfunktion und h eine glatte und
totale Randabstandsfunktion aus HR(R). Ferner seien f und g
zwei fir ein §>0 in Ss (R) holomorphe Funktionen. Wenn dann

f-_

T = OR(Q)
so bestehen die Inklusionen
(i)

1 _ . _ K
?—On(h) = VkeN: —— =0, (9")

(k)
(i) 9 =0.(h"") => VkeN: 'f— =0_(h~*)

Beweis: Nach Voraussetzung haben wir h'=0R(1). Weiter ist
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(1) (?) = h~(gh )*gh ‘h'
also, aufgrund von Satz 2.2.6

v _ 1 _
) = h-Op (1) +OL (10 (1) = O (1)

(2) (—:;—

Wir beweisen nun (i) durch vollstidndige Induktion. Der Induktionsan-

fang ist klar. Sei also fiir ein k=1

f(k)
(3) = = OR(g)
Dann ist
(k) \1 (k+1) (k) " . (k)
(4) (fk)'-'fk _fk._f_-k_g_.fk
fg fg fg £ B fg
also
glle+1) ) .L( f(k)).+ f(k,.i i 1_) gl
(35) = —18— OR(l) lll_ +0R(1) OR(I) 40R(1) OR(I)
= OR“)
{k+1)
Mithin ergibt sich F = OR(g'"'J, was zu zeigen war,

Der Beweis von (ii) lauft véllig analog. Wir bekommen

f(k‘l) (k)

f

(k) ' (k)
hk! = b ( i h") PR S P

k'
f f fa f b'h

1
h- OR(“ = 403(1) OR(l) +0R(1) OR“)

(6)

OR(”
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also auch hier den gewiinschten SchluB. &

In Satz 2.2.6 hatten wir aus dem Verhalten von f in S(R) auf das Verhalten
von f' geschlossen. Dem stellen wir nun ein Analogon fiir die umgekehrte
SchluBrichtung zur Seite.

2.2.8 LEMMA

Sei R eine Randfunktion mit Rix)=0(x) fiir x—>0+, und f eine fir
geniigend kleines §>0 in S; (R) holomorphe Funktion. Mit einem
melN und einem aeR gelte

M -2 @ = oy

Dann bestehen flir alle keN, Osk<m, die folgenden Aussagen

(1) kew:  (1-2)*7* £ M"K)z) = o_(1)
(i k=a: ™2 = o_tioglt-zl)
(i k> fim=k)(z) = O, M)

Beweis: Es gentigt, die folgenden 5 Aussagen fiir BeR, g=f'"™"% {<k<m,
zu verifizieren.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

Bt (1-2)Pgraizo () = (1-2)P'gi=o (1)

B=1:  (1-z) g'(z)=oy,(1) =) g(z)=oy(logl1-z|)

0<<t: (1-2)Pg'@i=o () = g(z)=0, (1)
g'(z)=op(logll-z]) = glz)=0y (1)
g'(z)=0, (1) = g(z)=0p (1)

Nach sukzessiver Anwendung von (a) fiir 1<k<m und B=wu-k+1 erhalten
wir unmittelbar (i). Weiter folgt (ii) aus (i) in Verbindung mit (b).
SchlieBlich ergibt sich (iii) fiir O<k-wu<i aus (i) und (c), fiir k-¢=1 aus
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(ii) und (d) und endlich fiir k-«>1 aus (iii) (mit k-o<1) und (e).
Offensichtlich lassen sich (d) und (e) direkt aus (¢) herleiten. Es ist

namlich
_ 1/z ' =(1- l/2 _ . '(Z)
(1-z) "2g'(z)=(1-z) "% logl1-z| th_—zr
(2) "g)
=0 Togl-zl
bzw.
(3) (1-2)"2 g'@1= 0 (1) g'@)

Daher miissen wir nur noch (a), (b) und (c) beweisen. Zu diesem Zweck
wihlen wir als erstes ein t¢[0,1[ und verifizieren die Aussagen fiir den
Grenzitbergang z—= 1, zeS(tR),

Allgemein haben wir im Holomorphiegebiet von g

(4) glz)-glzy) = g0 dC
C

fiir jeden Weg C von Z, nach z. VoraussetzungsgemidB gibt es nun zu
jedem noch so kleinen >0 ein 3>0, so daB g in SB(tR) holomorph ist und

(5) 1g"(0) < elh(D)] fiir alle LeS (TR)

Hierbei ist — im Sinne einer simultanen Behandlung von (a), (b) und
(¢} — die eingefiihrte Funktion h jeweils als Platzhalter fiir den Reziprok-

term des entsprechenden Faktors (z.B. (1-z)P bei (a) ) zu nehmen.
Wir konnen jetzt schlieBen

|glz)| < lglzy)l+|glz)-glz,)|

(6) < |g(zy)l+ [lg'@] |dg]
C
< |g(zy)l+e [In©] |dg|
c

fiir jeden Weg C von 2
mit z,=x,=1-§ und die folgende Parametrisierung von C.

nach z in Sa(tR). Speziell wihlen wir zZ, reell
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C =CI+C2 mit

C,:

: (=(‘=xo+(x-xo)t , 0st<1

sz C=(2=x+lyt , Ostsl

Stillschweigend wurde hier x+iy:=z impliziert.

Wir fahren nun fort.

1 1
(7) |glz)| = Ig(zo)lﬂzlx-xol'{Ih(Cl(t))l dt+ely| - {Ih(Cz(t))l dt

Mit h(z)=(1-z)"P, <R, B>0, folgt

1 1 |
Ix-x,| [ In(T, ()] dt = f
(o]

o

X-X dt

ol
(l-xo-(x-xo)t)a

-i‘_—B[(l-xo)’“B—U—x)"s] , 0<p<t

(8) = { log(i-xo)-log(l-x) R g=1

1 1 1
b= [(1-x)“'l %P b

sowie

1 1
Iyt f (g @)l de = f—xl dt
0 o |1-x-iyt|®

1
(9) < IM

o [1-x|P

|

l1-x|®
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Da wir R(x)=0(x) fiir x—> 0+ vorausgesetzt haben, gibt es eine Konstante
c,>0, so daB

(10) lyl < t|R(1-%)| < te, 11-x| fr alle z¢S,(tR)

Diese Konstante ist hierbei in dem Sinne unabhingig von § wihlbar,
als daB aus der Gliltigkeit von (10) fiir zeS,(tR) natlirlich auch (10) fiir
Ztss,(tR). §'<3 schlieBen kdnnen. Demnach erhalten wir fiir 0<p<i
gemiB (8)

310 el T
= —y|1-B
lgz)] < Ig(xo)l+e[ -8 -8 ]*etcill x|
(11)
1-p
< Ig(xo)l*e—sl_— +etc, 51-P

fiir alle z=x4|yess(tR). d.h., es gibt eine Konstante °z>° mit

(12) gz} < ¢ fiir alle zeS (tR)

2

Im Fall f=1 werden wir nach (8) auf
(13) lg(z)| = lg(xo)hE[log(l-xo)—log(l—x)ﬂc‘]
gefithrt. Wegen
(14) l1-z| < [1-x|+lyl < (1+¢c ) (1-x) =2 ¢, (1-x)
und damit
Ilogl!-zll 2 log(l+cl)+|log(l-x)|
> Ilog(l-x)'
2 |log &' fiir z¢Sg,(tR), §'<3

folgt weiter
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(z) (x.) logli-x logli-x EtcC
ls)l |3"o|*€| gl o|+e| gh-xIl :
[toglt-z||  [loglt-z||  [|logl|1-z]| [loglt-z|| [loglti-z]|
(16) : I
(x.) TcC
< —8—0— +g+g+e-—l_
llog 5’| [log &'
Speziell sei
(17) 8' < min {exp(-lg(xo)l/e), exp(-tc,)]

Dann erhalten wir aufgrund von

(18) log 8'| > max[ls(xo)l/g. Tc‘]
sofort
(z)
(19) |8—2| < 4e fiir alle zesa.(tR)
[logll-zl|

SchlieBlich ergibt sich fiir B>1

(20) lg(z)] < lglx. )] +—= [ 1 o g
ot L=t (l—xo)“"] (1-x)P*

und weiter, mit (14) sowie zcss,,(tR). §"<8,

-1

_.1B=1 wW\B-1; 2€ _.g-1
(21) [1-z|"7% |glz)] < Ig(xo)l(cas ) - = c: M+etc,c

ww

Daher bekommen wir, unter der Voraussetzung

1

(22) 8" < elg(xo)r”"
unmittelbar

—|B-1 B-1 2 !
(23) 11-z]""" |glz})| < ¢g (I*B-l *tcl) £
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fiir alle zst,,(tR).

Damit haben wir in allen drei Féillen den gewiinschten SchluB. 0<B<1 ent-
spricht (c), B=1 entspricht (b) und B>1 bezieht sich auf (a), Unbeschadet
der Tatsache, daB sich die Schranken der Abschédtzungen (12), (19) und
(23) jeweils verindern werden, kénnen wir t beliebig nahe an 1 wihlen.
Daher haben wir alles gezeigt, &

Bei ausschlieBlicher Betrachtung verschwindender Randfunktionen (also Li-
mitierung im Reellen) ist die Teilbehauptung (i) des vorstehenden Hilfssatzes
ein Standardresultat, das z.B. schon bel Knorr [25] (s. §62, S. 517 f) be-
sprochen wird. Der Beweis ist in jenem Fall allerdings weniger aufwendig.

Mit Hilfe dieses Lemmas werden wir spidter Taubersitze fiir Potenzreihen-
verfahren beweisen (s. Abschnitte 3.5, 4.1 und 4.2).

2.3 Klassifizierung von Potenzreithenverfahren durch
Randfunktionen

Die Relevanz der in diesem Kapitel gefaBten Begriffsbildungen fiir die Theo-
rie der Potenzreihenverfahren haben wir noch nicht belegt. Wir wollen dies
nun nachholen und beweisen zu diesem Zwecke einen Satz, der zwischen ei-
ner Klasse von Potenzreihenverfahren und einer Klasse von Randfunktionen
einen direkten Bezug schafft. Der Beweis des noch zu formulierenden Satzes
stiitzt sich im wesentlichen auf das folgende Lemma.

2.3.1 LEMMA
Sei R eine Randfunktion und §¢R, §>0. Es gilt

) exp[(1-1z)7B-(1-2)"*] = o 1)

genau dann, wenn Rix)=0(x"**/2) fiir x—s0+.

Beweis: Wir zeigen zuerst
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(a) R(x)=Ra(x)=Bx"8/2,0$ﬁ<m = (s

Zu diesem Zwecke sei y=R(x) und 1-z:=x+ity mit einem te[-1,1]. Ferner
setzen wir

m Fiz) := (1-1z])"%-(1-2)"%

Fiir x—> 0+, also z—>1 folgt

l'|Z| = 1-(1-)().(1 ,,,tz y2(1__x)-2)1/2

+ 1/
= 1-(1-x)-(1+ﬂ2t2x2 s(Ho(l))) ?

= 1-(1—x)-(l +1§ thzxz*s(l*«o(l)))

= x(1+1§ thzx"s'ro(x”s))
also
(1-1z1) 3= x"*(1+0(x®)
Weiter

(1-z)" %= (xﬂﬁtx"&/"")-8

2 (1+1pex™/2)

5 x-s(HSBtXS/z_ﬁz_"ﬂaztzxsm(xs,)
Daher bekommen wir
(3) Flz) = i(g*ia"’t"’nsstx"/z +oll) fiir x—>0+,

Wir kdnnen jetzt ein ¢'>0 wahlen, so daB |exp(F(z))| fiir O<x<e' und t=1
durch ein K21 beschrinkt wird. Wie man sich leicht iiberlegt, nimmt
die Funktion Re(F(z)) fiir festes x gentigend nahe an Null und Variation
von t auf [-1,1] bei t=+1 ihren maximalen Wert an. Daraus schlieBen
wir, es gibt ein e<¢’, £>0, mit |exp(F(D))|<K fiir alle CeS_(R).

Das ist die Behauptung (a).
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Ist nun R{x) =0(x’*8/2) irgendeine Randfunktion, dann gibt es ein £>0
und ein £>0 mit R)<px'**2 fiir alle x<[0,¢], also gilt S_(R)cC S‘(Rs).

Die Giiltigkeit von (#) ist eine unmittelbare Konsequenz dieser Tat-
sache.

Nun miissen wir noch zeigen
(b) Rix) # O(x"s/z) => (#) ist nicht richtig

Dazu beschrianken wir uns zundchst auf Randfunktionen R(x)=o(x) fiir
x—>0+ und setzen y=tR(x) sowle 1-z:=x+iy mit einem te¢]0,1[. Nach Vor-

aussetzung ist yx"’s/z unbeschridnkt und es gilt yx"—>0. jeweils
fiir x—0+, Wir kénnen daher folgern

(1-z)~8 x's(hiyx'])

"

_8(+1)

x’a(l—lSyx" 7

(yx H*+ol(yxH?))

Da ferner (1-]z|)"® 2 x® fiir geniigend kleine x, schlieBen wir weiter

§(5+1)

3 (yx"12x 3 +o((yx 1)°x7%)

Re(F(z)) =

- (yx_|_5/2)2(8(3+ﬂ *o(yx-1))

Der hier in der rechten Klammer stehende Ausdruck ist fiir ausrei-
chend kleine x sicher positiv, daher ist Re(F(z)) nicht-negativ und unbe-
schrinkt fiir x—>0+, d.h., der Betrag |exp(F(z))| = exp(Re(Fi(z))) geht
fiir x—> 0+ iiber alle Grenzen. Das ist die Behauptung (b) fiir Randfunk-
tionen R(x)=0(x).

Im speziellen Fall R(x)=8x“3/". B>0, erhalten wir bel sinngemiB
gleicher Argumentation sogar |exp(F(z))| — « fiir x—> 0+, Dies nutzen
wir fiir den Beweis des allgemeinen Falls, wo wir nun noch R(x}#o(x)
betrachten miissen: Es existieren ein B>0 und eine Folge (xn) mit
1>xn>0 fiir alle n20 sowie xn—>0 fir n—> @ | so daB

1+8/4
R(xnl > axn > an
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fiir alle n20, Wir setzen y.i= Bx“w4 /2 und z_i=1-x +iy . Fiir vor-
gegebenes ¢>0 und geniigend groBe n liegen die z_ sicherlich in der

Menge S‘(R/Z). Nun ist aber der Ausdruck Iexp(F(zn))l nach Definition
der z, und der einleitenden Bemerkung fiir n— « unbeschrinkt. Damit
haben wir (b) vollstdndig bewiesen. &

Bevor wir nun zu dem angedeuteten Satz kommen, treffen wir noch eine
Vereinbarung.

2.3.2 DEFINITION
Fiir alle reellen §>0 setzen wir

0
Pylz) = rgbpf:;)z" 1= exp((l-z)’s)

Das Potenzrelhenverfahren [PS;A:) iR], R geeignete Randfunktion,

bezeichnen wir kurz mit FS(R). R

2.3.3 SATZ
Ein Verfahren FS(R), §>0, ist permanent dann und nur dann,

wenn Rix)=0(x""¥2) fir x—>0+.

Bewelis: Notwendig und hinreichend fiir die Permanenz eines Verfahrens
F.(R) sind die beiden Bedingungen

1

(P1) Pstz) = oR(l)
(P2) s Lo o_(1)
P.(z) R

5

Dies leitet man aus bekannten Séitzen iiber die Permanenz sogenannter
"stetiger” Verfahren (vgl. HARDY [19], Theorem 5, S. 49 f) und der

1 Der Buchstabe E ist schon (dr Evler-Verfahren belegt.
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unschwer zu verifizierenden Tatsache, daB die Koeffizienten der gene-
rierenden Potenzreihe sdmtlich positiv sind, leicht ab.

Wir setzen 1-z:= x+iy und |y[<R(x). Mit R(x)=0(x"8/2)=o(x) fiir x—>0+
finden wir

-(1-2)"%

S (IH(yx")).ls

-x2 (1-i8(yx")+o(yx"))

Zu beachten ist hierbei, yx"—>0 fiir z—>1, z¢S(R). Es folgt daher

Fsl(z_) = exp(-(l—z)'s) = og (1)

fiir alle Randfunktionen mit Ri{x)=o0(x), Das ist (P1).

Die Behauptung (P2) ist nach Lemma 2.3.1 dquivalent mit R(x)=0(x”8/z).
Damit sind wir bereits fertig. &

Durch den vorliegenden Satz werden augenfillige Beziehungen zwischen
Randfunktionen auf der einen und Potenzreihenverfahren auf der anderen
Seite geschaffen. Eine weitere Aussage in dieser Richtung beweisen wir im
AnschluB an das folgende Lemma.

2.3.4 LEMMA
Sei R eine Randfunktion, g eine Funktion mit den Eigenschaften

(G g(1-z) = 0 (M
(G2)  3¢>0, r>0: VzeS (R): lg(1-2)| 2 ¢ - |g(Re(1-2))I

und 8>0 ein reeller Parameter,

Es gelten die folgenden beiden Aussagen

(i) Rix) = O(x®*Y) fiur x—s0+ L= exp(l(1—z)'3) = Oz
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() 300: R6)>1x2x%*" [log Igwl| fiir x—>0+

=) g(1-2) exp(i(‘l-z)"s) # 0g(1)

Beweis: Zu (i), "=>": Sei zunédchst R(x)=Ra(x) = Bx°*! mit 0sB<o. Wir
setzen y=R(x) und 1-z := x+ity mit einem te¢[-1,1]. Es folgt

i(1-z)"®

i(x+i5t.x8*1 )-s

ix™® (1-1gs5tx® +o(x?))

BSt +1x %+ ol1)

fiir x—> 0+, bzw. z=1-x+#iy—>1. Demnach erhalten wir
-5
(n F(z) = exp(i(1-2)7%) = eB%*. ! . e

ftir x—>0+. Wir wihlen jetzt ein ¢>0. Filr O<xse , d.h. zeS‘(R). wird
der Absolutbetrag der rechten Seite in (1) durch ein K21 beschrinkt.
Diese Schranke ist unabhidngig von t wihlbar, denn die Funktion |F(z)|
nimmt bei Variation von t auf [-1,1] und ausreichend kleine x ihr Maxi-
mum fiir t=+1 an. Folglich gilt — nach geeigneter Wahl von ¢ —

IF(C)l < K fitr alle LeS_(R)

Damit ist (i) fiir R=RB verifiziert.

Ist nun R(x)=0(x**1) irgendeine Randfunktion, dann gibt es ein >0
und ein P mit R(x)<Bx fiir alle xe[0,e], also S‘(R) = S‘(Ra). Hieraus
folgt nun sofort die Evidenz des hinreichenden Teils von (i).

Zum Nachweis der Notwendigkeit ("&=") gehen wir aus von RIx)#
O(x**'") und beschrinken uns fiir's erste auf R(x)=o(x) fiir x—>0+, Fer-
ner setzen wir y=tR(x) sowie 1-z:=x+iy mit einem te¢]0,1[. Nach Voraus-
setzung ist yx"’a unbeschrdnkt fiir x—>0+. Andererseits zieht unsere
Annahme yx" —>0 fiir x—>0+ nach sich. Deswegen kdnnen wir folgern
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11-2)7 = xS (11 yx7t)

ix 8 (l-i Syx ! ’o(qu))

syx 13 six%ro(yx 1Y) fiir x—0+
Daher ist
(2) |F(z)| = exp(Syx"'8(1+o(l))) unbeschrinkt fiir x—>0+

also F(z)#0_(1). Fiir R(x)=px!*3/2, 850, kénnen wir sogar auf |F(z)|—>
fiir x—> 0+ schlieBen.

Wir lassen nun die Beschriankung Rix)=o(x) fallen und betrachten Rand-

funktionen R(x)#o(x). In diesem Fall existieren ein $>0 und eine Folge
(xn) mit 1>x >0 fiir alle n20 sowie x — 0 flr n—> = , so daB

1+5/2
R(an > an > ﬁxn

fiir alle nz0. Wir setzen y := Bx1*%2 /2 und z i=1-x_+iy_. Fiir vor-
gegebenes £>0 und geniigend groBe n liegen die z, sicherlich in der
Menge S‘(R/2). Weil aber die Folge (!(F(zn))l) nach Wahl der z

und obiger Bemerkung gegen « konvergiert, wichst nun |F(z)| in S‘(R/Z)
iiber alle Grenzen. Damit haben wir die Notwendigkeit der Bedingung

bewiesen.

Zu (ii): In groben Ziigen konnen wir dem Beweisteil zur Notwendigkeit
der unter (i) formulierten Bedingung folgen. Wir notieren im wesent-
lichen nur die Abweichungen.

Nach Voraussetzung gilt nun yx'1 —>w, weil ja g(x)=o(l) fiir x—0+.
Dennoch werden wir auf eine zu (2) gleichlautende Beziehung gefiihrt.
Wir brauchen aber mehr. Mit Hilfe von (G2) und Syx ' ®>(1+0) |log|g(x)||
fitr geniigend kleine x folgt

-8

|g(i-z) - F(z) I > |g(1-2z)| exp(-(ho) log |lgix)| (1+o(1))

(3) > c-|glx)|- |glx) 1-ere(l)

e |g(x)|-000(1)
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Fiir ausreichend kleine aber noch positive x ist diese Ableitung richtig.
Insbesondere gibt es ein >0, so daB der Exponent von |gi(x)| fiir alle
x¢]0,e] unter -0+0/9=-0/9 bleibt. Demnach gilt

Ig(]—z) + F(z) l 2c Ig(x)|'°/2 —> ®

also g(1-z)F(z)# O (1) fiir Randfunktionen R mit R(x)=o(x). Der Rest folgt
wie oben (s. Beweis zu (i)). &

2.3.5 SATZ

Sei [P;pn;R] ein Potenzrelhenverfahren mit p =0 fur héchstens
endlich viele n20, g eine Funktion mit den Eigenschaften 2.3.4
(G1) und (G2} sowie g(1-z) flir genligend kieines r>0 holomorph in
[o.1f U Sr(R) . Ferner sel §>0 ein beliebiger reeller Parameter.

Es existieren Folgen (s ) und (tn), so daB fur alle Randfunk-
tionen R<R die folgenden Schliiisse gelten

() Rix) = O(x**") fur x—s0+
= (sn) ist [P;pn;ﬁ]—llmltlerbar

(i 30>0: R(x) > L&x¥|iog gl | fur x—>0+

= (sn) ist nicht [P;pn;ﬁ]—llmitierbar
(i) Rix) = 0(x®*") fiir x—>0+

=% (tn) ist [P;pn;?{']-beschrﬁnkl

Beweis: Wir definieren zunédchst fiir alle n=20

0, fall 0
(1) r_:= o p“#
. 1, falls p,=0

und setzen ganz formal
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(2) Z (p *r,) s z" = P(z) g(1-2) exp(l(l-z)'s)
n=o0
und
(3) Z (p *r) tnz" = P(z) exp (i(l—z)'a)

n=o

Die Summen Pt sind definitionsgemdB fiir alle n20 von Null ver-
schieden. Nach den Voraussetzungen iiber g machen daher beide Identi-
tdten einen Sinn. Insbesondere sind (sn) und (tn) wohldefiniert. Sei
nun R sR irgendeine Randfunktion. Dann ist auch [P;pn;ﬁl ein Potenz-
reihenverfahren und auf Qp[sn] bzw. QP[tn] 148t sich Lemma 2.3.4

anwenden. In der Tat, da nur endlich viele der Koeffizienten p, ver-
schwinden, lassen sich die beiden Potenzreihen

<
S(z) = Z r.s 2"
n=0
und
o
o n
T(z) := ;orntnz

auf Polynome reduzieren. Demnach gilt sowohl

S(z) _
P(z) ~ o)
als auch
T(z)
= 1
T

Zusammenfassend diirfen wir also schreiben

OP[sn](z) = gl{1-z) exp ( i(1-z)"% ) +op (1)
und ‘

® [t_1(z) = exp(i(1-2)"%) + op (1)
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Damit sind wir fast am Ende:

(i) ist eine direkte Folge des hinreichenden Teils ("=") von 2.3.4(i)
und der Eigenschaft (G1),

(i1) gilt wegen 2.3.4(1i) in Verbindung mit (G1) und (G2).

(iii) folgt sofort aus 2.3.4(i). &

Man beachte, daB die in 2.3.4 eingefihrte Funktion g(1-2) beim Grenziiber-
gang z —>1 beliebig langsam gegen Null streben darf. Daher kann auch die
zwischen 2.3.5(i) und (ii) immer bestehende Liicke durch entsprechende
Wahl von g fast nach Belieben enger gefaBt werden. Einschrénkend wirken
hier nur die schwachen Voraussetzungen an g. In einem gewissen Sinne miBt
g die GroBe der Liicke. Zuldssige "MaBfunktionen” haben wir z.B. in gl(z)=2" |,
£>0.
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3. Allgemeine Theorie

3.1 Mit Momentenfolgen zusammenhiingende Sitze

Fiir gewohnliche Potenzreihenverfahren, d.h. also fiir Potenzreihenverfah-
ren mit verschwindender Randfunktion, wurden die wesentlichen Aspekte der
nun folgenden Aussagen in der Literatur bereits erschdpfend diskutiert. Es
sind hier vor allem BorweIN (s. [6] und [7]) und HoiscHEN (s. [20]) zu
nennen. Beziiglich Potenzreihenverfahren mit nicht-entarteter Randfunktion
fehlen hingegen entsprechende Literaturstellen. Indes, die Ubertragung der
Beweisverfahren auf den allgemeinen Fall nicht-verschwindender Randfunk-
tionen bleibt stets relativ simpel.

Die wichtigste Aussage dieses Abschnitts macht Satz 3.1.2. Es handelt
sich hierbei um den zentralen Satz fiir den Stéarkevergleich von Potenzreihen-
verfahren. Gegeniiber dem Originalbeweis fiir reelle Limitierung (Grenziber-
gang z=Re(z) —>1) bendtigen wir als einziges Zusatzargument die Behaup-
tung des folgenden Lemmas.

3.1.1 LEMMA

Sei R eine Randfunktion sowie r,t reell mit O<r<! und 1-r/p<tsf.

Dann gilt
zZeS (R) =) tz¢S (R)
ry ,.

Bewels: Sei Z(Sr/(R). Nach Definition 1.2.2 haben wir
2

0<1-Re(z)<T/g und |[Im(z}| <|R(1-Relz))|.

Es folgt

.

2)Re(z)

1-Re(tz) = 1- (1
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= l-Re(z)+%Re(z)

r
Sty =T
2

0=

Weiter schlieBen wir aufgrund von

1-Re(z) < 1-tRe(z) < 1-Reltz)
und der Monotonie von R

[Im{tz)| < |Im(z)| < |R(1-Refz))] s |R(1-Re(tz))|

Damit haben wir tchr(R) gezeigt. &

Wir kommen nun zu dem angekiindigten Satz. Fir R=0 geht der Beweis auf
HoiscHEN zuriick (s. [20], Theorem 1, S. 229 ff), der auch die Notwendig-
keit der Voraussetzung (iv) nachweist. Die zugrundeliegende Idee wird schon
von HARDY (s. [19] 4.14, S. 84 und 11.18, S 275 f) dargestellt. BORWEIN
(s. [7] Lemmata 1 und 2, S 318 f) wendet das Beweisprinzip speziell auf
Abel-Verfahren an (vgl. Satz 4.1.2).

3.1.2 SATZ
Seien [P;pn;R] und [Q;qn;R] zwel Potenzreihenverfahren. Weiter
se/ yeBV([0,1]) mit

4
(M [ldxt)] < o

0
und (un) eine Momentenfolge mit

!
() u = [t"dx@) fir alle neN
(o]

Unter den Voraussetzungen

(iif) 9, L P, fir alle neN
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1
tv)  JIP(tz)| ldx()] = O(1) Q)| fir z—>1, zeS(R)
(o]

gilt dann  [P:p_iR] C [Q:q_:R]

Beweis: Sei (s ) eine [P;pn;RJ-limitierbare Folge. Wir setzen

S pe

P(Z) n=0

> a0

Q(z n=o0

6} o.ls 1(z)

(2) 0, [s, )iz

Nach Definition der [P;pu;R]-lelt.lerbarkelt ist die unter (1) aufge-

schriebene Potenzreihe in einer Umgebung des Nullpunkts konvergent
und ldBt sich in ein Gebiet DP 2 [0,1[ hinein holomorph fortsetzen.
AuBerdem gibt es ein r,>0, so daB Sr (R) € D.

Der Konvergenzradius der unter (2) notierten Reihe ist wegen Q.= kP,
und K, =0 fiir n—> = sicher nicht kleiner als der Konvergenzradlus
der Reihe (1). Daher ist ®_ in der genannten Umgebung des Nullpunk-
tes wohldefiniert. Folglich kdnnen wir nach MaBgabe von (ii) und (iii)

in (2) Integration und Summation vertauschen und werden so auf

1

=1

(3) o ls, )@ = 5 ofP(tz)Qp(tz)dx(t)

gefiihrt. Diese Darstellung gilt zundchst nur in einer gentigend kleinen
Umgebung des Nullpunktes, man entnimmt ihr aber unmittelbar, daB

auch OQ fiir geeignet gewdhltes r>0 In einem Gebiet D >[o, [ U S, (R)
holomorph ist.

Nach Voraussetzung (iv) gibt es zu vorgegebenem r, >0 eine Konstante
K, >0, so daB flir alle zeS_ (R)
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1
(4) JIp(t2)| ldxit)| < K, |Q(z)]
0

0.B.d.A. sei nun [P;pn;R]~llm s = 0. Wir wihlen ein beliebiges te[0,1[
und unabhédngig hiervon ein £>0. Ferner setzen wir g = €/2K .

DefinitionsgemaB existiert nun ein r>0, r<r,, r<r, mit

ltbp[sn](z)l < g fiir alle zeszr(tR)
Lemma 3.1.1 zufolge konnen wir hieraus auf
|o,[s_Ytz)| < e Ffiir alle zeS (R), 12t>1-r

schlieBen.

Da 01, und P im Nullpunkt holomorph und ldngs der reellen Achse
analytisch fortsetzbar sind, gibt es Konstanten K,.K,>0 mit IOP (tz)]
<K, und IP(tz)| < K, fir zeSzr(tR). O<t<i-r. Ferner setzen wir

1
K, = [ ldx)|
0
und hiermit e, =————
B 2K2K3K‘
Aufgrund von Definition 1.2.3 ist &1—)- = o), also gilt, wenn wir nur
r2>0 gentigend klein wihlen,
1
I—le < g, fiir alle zeSrz(tR)

Wir definieren jetzt & := mm(r.rz) und kdnnen dann flr alle zeS, (tR)
schlieBen

1
|0Q(z)| < R)%)T Jﬂ’(tz)l |®,(tz)] ldy(t)]
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flmz)l @, (¢2)] [dy (el

|Q( )
IQ< T pltz)] [dy(t)]
——e sup |P(tz)l- sup |0 (tz)| « | ldy(t)]
IQ(2)] Ost‘?-r Ostsl-r {
P(t dy(t)| - d_(t
|Q( T fl (t2)l ldx(®)] - sup_|@y(tz)]

A

g KK K, + Ky g

pa| @
tojm

Demnach haben wir bewiesen
Vee[0,1[: Ye>0: 35>0: VzeSa(tR): I@Q(tz)l-:e

also gilt [Q;qn;R]-lim s _=0. Damit ist der Satz verifiziert. &

Die problematische Bedingung (iv) des vorstehenden Satzes |48t sich in
vielen praktisch relevanten Fillen vereinfachen. In diese Richtung zielt zum
Beispiel der folgende, im Kern von BORWEIN herriihrende Hilfssatz (s, [6],
Proof of Theorem A, S. 345). Dieser Autor betrachtet allerdings nur ver-
schwindende Randfunktionen und kann infolgedessen auf die untenstehende
Voraussetzung 3.1.3(ii) verzichten.

Im AnschiuB daran formulieren wir ein beziiglich Stolz'scher Randfunk-
tionen (s. Definition 2.1.6 und die hinfilhrenden Bemerkungen) hinreichend
bekanntes Lemma in Termen der in Kapitel 2 entwickelten Systematik. Es
handelt sich hierbei um eine triviale Verallgemeinerung des Standard-Resul-
tats, die wir nur der Vollstdndigkeit halber aussprechen. Jener Hilfssatz
(3.1.4) ist der einfachste Vertreter einer ganzen Klasse rein technischer

Hieronymus Fischer

43



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

- 44 -

Aussagen iiber die Beschrianktheit eines relevanten Quotienten beim Grenz-
libergang z—>1 in einem geeigneten Stolz-Gebiet. Sitze dieses Typs konnen
sowohl| fiir Permanenzaussagen (s. etwa Lemma 2.3.1/Satz 2.3.2, Bemer-
kung 4.1.1 oder Lemma 4.2.3/Satz 4.2.4) als auch zum Nachweis von In-
klusionsbeziehungen zwischen Potenzreihenverfahren die mit Momentenfol-
gen zusammenhéngen (s. Satz 4.1.2) herangezogen werden.

3.1.3 LEMMA
Seien [Pip_:R] und [Qiq _:R] zwei Potenzreihenverfahren mit P,
q,20. Wenn es ein K>0 gibt, so da8

5
(i) p, Jt"ldxW)| <K q_ fiir alle neN
o]

und
(it) Qllz]) = ollQ=) flr z—>1, zeS(R)

so gilt

1
JIp(t2)l ldxi| = 0(1) Q)| fiir z—>1, zeSIR)
(o]

Beweis: Wir haben fiir z—>1, z¢S(R)

1 <)
JIptea) laxwl < [ 2 p ezl ldxwl
n=0

o

W
B

s

=°n

1
J ™ laxw) |z
[}

o

K >, q lzI"

n=0

)

K Q(lz]) &
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Wir kommen nun zu dem bereits angesprochenen, in anderer Formulierung
allseits bekannten Hilfssatz. Im Sinne einer einheitlichen Darstellung verzich-
ten wir auf einen hier wohl moglichen kiirzeren und eleganteren Beweis und
demonstrieren stattdessen die in d@hnlich gelagerten Féllen stets verwendete
Methode (s. 2.3.1, 2.3.4 oder 4.2.3).

3.1.4 LEMMA
Sei R eine Randfunktion. Es gilt

[1-z|

G

= O(1) fir z—>1, zeS(R)

genau dann, wenn Rix)=0(x) fiir x—>0+,

Beweis: Zunichst sei R(x) =Rt(x)x=tx mit Ost<eom., Wir setzen x+iy=:1-2z.
Es folgt, jeweils fiir x—0+,

el = 1--0(1 920222
- 11+ @ o)

= l-(1~x)(l + o(xz))

= x(1+o0l)

sowie
-z| = xy1+¢2
demnach also

11-z|
(1) 1Tzl

=y1+¢% +oll)

Wir wahlen nun ein §>0. Fiir x>1-8, d.h., chS(R). wird die rechte Seite
von (1) durch ein K21 beschrinkt. Sei jetzt [eS (R). Dann gibt es ein
re[-1,1] und ein z¢S.(R), so daB 1-C = x+iry. Folglich kénnen wir schlies-
sen || < |z| sowie |1-C| < |1-z|, also auch
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i1-gl _ 11-z|
R R T

Nach Umbenennung von C in z folgt daher sofort (%) fiir R=Rt. Ist
nun R(x) = O(x) irgendeine Randfunktion, dann existiert per definitionem
ein >0 und ein t>0, so daB SS(R) C Sa(R‘). Deswegen ist (#) fiir alle
fraglichen Randfunktionen evident.

Zum Nachweis der Notwendigkeit der angegebenen Bedingung nehmen
wir R{x) # O(x) an.

Aufgrund dieser Annahme ist der Quotient R(X)/x fiir x—0+ nicht
beschrdnkt. Nun gilt aber mit 1-z := x+iy und y = R(x)

-z| = x(1+(1)2)1/2 >y

X
sowie
1-z| < 1-(1-x) = x
also ist
P_]:: = i fiir x—>0+ nicht beschrinkt

Daher ist (#) fiir Rix) # O(x) nicht erfiillt. &

Mit Hilfe dieses Lemmas kdnnen wir nun eine hinreichende Bedingung fiir
die Giiltigkeit von 3.1.3(ii) beweisen. Es stehen uns dann geniigend Mittel
zur Anwendung des Momentenfolgen-Vergleichssatzes 3.1.2 zu Gebote. In
diesem Zusammenhang sei auf Abschnitt 3.3 und Kapitel 4 verwiesen.

3.1.5 LEMMA
Sei R eine Randfunktion mit R(x)=0(x), x—>0+. Fiir ein a>-1 gelte
p, =0(n%),
Lo
P(z) = Z pnz"
n=0
sowie
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p}z) = O(11-2I**")  fur z—>1, zeSR)

Dann haben wir

<0

Z lp_1zI" = O(P(2)) fir z—>1, zeSIR)
n=o N

1
I'(o)

n+o
n

Bewels: Wegen n'“( )—>

daB

>0 ftir n—> w, gibt es ein K1>0. 50

Il < X, (752)

Demnach gilt fiir |z]| <1
a0

P = 2 Ip llzI® < K, (1-1z))*7?
n=0

Andererseits existiert ein $>0 und ein K2>0 mit

1
|P(z)]

< K, 1-z|**1  Fiir alle 2¢S,(R)

Es folgt sofort

F o+1
(z) K K |1-z|
1-{z|

|P(2)| 172

Nach Lemma 3.1.4 ist der geklammerte Ausdruck fiir z—>1, z¢S(R) be-
schrinkt. Damit haben wir die Aussage verifiziert. &

Wir besprechen nun noch eine spezielle, fiir nicht-entartete Randfunk-
tionen und Abel-Verfahren auf Borwein (s. [8] (IV)* , S. 75 und [7]
Lemma 4, S. 321) zuriickgehende Aussage iiber den EinfluB gewisser Momen-
tenfolgen-Faktoren auf den Grenzwert einer [P;pn;R]—Ilmltlerbaron Folge
(s, ). BORWEIN betrachtet hier nur die Momentenfolge 1/,.. . Mit Hiife
des Vergleichssatzes 3.1.2 kdnnen wir indessen die Behauptung um einiges
allgemeiner fassen.
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3.1.6 LEMMA
Sei [Pip_iR] ein Potenzreihenverfahren, x«BV([0.11) und

g
v = 6ft" dy(t)

eine Momentenfolge. Ferner seien die beiden folgenden Bedin-
gungen erfillt:

1 1
m JIP(t2)l laxw] = o( fP(tz)dx(t)) fir z—>1, zeS(R)
o} 0

1 -1
(i) ( fF’(tz) dx(t)) = o) fiur z—>1, zeS(R)
5]

Dann gilt

[P;pn;R]—llm s =8 = [P;pn;R]-llm w.s. = 0

Bewels: Sel [P;pn;R]-Mm s_=s. Wir setzen
1
Qlz) := fP(tz) dy(t) und g =y p_ (neN )
0

Aufgrund dieser Integraldarstellung "erbt"” Q von P die Holomorphie-
eigenschaft in einem geeigneten Gebiet D2 [0,1[U S,(R), §>0. Ferner
gilt offensichtlich

Q(z) = Z q“z'J
n=0
mit Q(z2)#0 fiir z¢[0,1[ und wegen (i) auch
1/Qlz) = OR(” ,

d.h., [Q;qn;R] ist ein Potenzreihenverfahren. Satz 3.1.2 erlaubt uns den
SchiuB auf [Q;q_;R]-lim s =s. Demnach ist Oo[sn](z) = Op() . Also
hat die Bedingung (ii)
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= ig9=

=)

! pu s 2" 9‘—’—0[;](2)

P(z) £ 'n'nn P(z)

= 0p(1) O (1) = o (1)

zur Folge, womit der Hilfssatz verifiziert ist. &

Dieses Lemma miindet unmittelbar in einen bisher nicht beachteten Trans-

lativitdtssatz:
3.1.7 SATZ
Sei [P;pn;R] ein Potenzrelhenverfahren. Es gelten die folgenden
Aussagen
p
(i) Wenn zu der durch u;” el . L2 R

n

4
ein x’cBV([O,U) existiert, so da8 uﬂm = ft" dy,(t)
o

., n20 definierten Folge

(dies bedingt: unm ist eine Momentenfolge) und die Vor-
aussetzungen 3.1.6 (i) und (1i) erfldllt sind, dann

[P:p_;R] ein links~translatives Verfahren.
n

(ii) Wenn die unter (i) formulierten Voraussetzungen analog

p
auf u (2 .29-20=1 120, zutreffen, dann ist [P:p :R] ein
n p pﬂ

n

rechts—-translatives Verfahren .

Beweis: Zu (1). Wir miissen zeigen

s,—s [Pip_iR1 => s__—>s [Pip_iR]

n~1
O.B.d.A, sei s_1==0. Es gilt

IR W

n=o0 n n+1 n
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- znz_: (p,+u" p )s 2"
@ =
= z?r,:’pnsnz“ - z‘gopnu;" suzll
Folglich ist
(1) o ls _ Nz) = zOP[sn](z)*ztbp[u.;" s_1(z)

Aufgrund von Lemma 3.1.6 ergibt sich hieraus die Behauptung unmit-
telbar.
Wir kommen nun zu (ii) und damit zur Inklusion

+1

s,—>s [Pip :R] = s, —s [Pip_iR]

Der Beweis lauft vollig analog:

i i
Z p.s_, 2" = P 8. X"
u=onnl n='nl

0
5 s o

[=5] ©
o (2) n
E Pp8nZ g Poty 8,7

Als Entsprechung zu (1) gilt jetzt

Po(1-us?)

(2) z QP[an](z) = 0P[sn](z) A u;”sn](z) + ==

Wieder erlaubt uns Lemma 3.1.6 den gewiinschten Schluf (Man beachte
Piz)™" =0 (1)). &
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3.2 Durch PE-Folgen induzierte Sitze

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir Aussagen iiber Potenzreihenver-
fahren auf Basis einer Integraltransformation gewonnen. Dies ist die iibliche
Methode zur Behandlung von Fragestellungen die mit Potenzrelhenverfahren
zusammenhéngen. Bei ausschlieBlicher Betrachtung reeller Limitierung, also
verschwindender Randfunktionen, sogar in vielen Fallen der einzig gangbare
Weg. Nun wollen wir versuchen, eine "Differentialtransformation™ herzulei-
ten und mit deren Hilfe einige interessante, neuartige Beziehungen aufdek-
ken. Hierbei wird der Begriff der Randfunktion an entscheidender Stelle zur
Geltung kommen.

Wir beginnen mit dem folgenden, fast schon trivialen Satz:

3.2.1 SATZ
Seien [Pip_iR] und [Q:iq_;R] zwei Potenzreihenverfahren, (s)
irgendeine Folge und Op[sn] holomorph in einem Geblet D D

[0,1[. Wenn es nun zwei auf D holemorphe Funktionen Q und @
gibt, so das

Oo[sn](z) = Q(2) + w(z) 0p{sn](z)

dann ist @, [s,]1 holomorph auf D und es gelten die belden
Schilisse

{m QP[sn] =05, =0, (.)=OR(1)

== Qo[sn] = ORHJ

(i) tbp[sn] =0 ., Q=0 (1) , @=0 (1)

= Qo[sn] = ORH)

Die aus diesem unmittelbar Satz flieBende Folgerung enthilt bereits die
Grundidee fiir das Weitere.
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3.2.2 KOROLLAR

Unter den Voraussetzungen von Satz 3.2.1 nehmen speziell an, es
gebe eine Darstellung

m
0O(z) + wlz) QP[sn](z) = Z w, (2) Of,")[sn](z)
k=0

mit melN und @, holomorph in D fir O<ks<m.

Dann gelten die beiden Aussagen

(k) = :
(N w, (2) OP [sn](z) = OR(1) fir Osksm

=) OQ[s"](z) = Og(1)

1 (k) = .
(i) w, (2) &5 [sn](z) = og(1) flir O<ksm

= Oo[sn](z) = 0g(1)

Beweis: Klar! &

Mit Hilfe der Ergebnisse von Abschnitt 2.2 konnen wir nun schon einen
ersten Vergleichssatz beweisen. Die Voraussetzung "R nicht-entartet” ist
dabel wesentlich, In der Tat, fiir verschwindende Randfunktionen hat der in
Rede stehende Satz kein Analogon.

3.2.3 SATZ

Sei R eine nicht-entartete Randfunktion sowie [P;pn;R] und
[Q:qn:R] zwel Potenzreihenverfahren, (sn) irgendeine Folge und
®.[s_1 holomorph in einem Gebiet D2 [0.1L US,(R), 820 geeignet.
Ferner sei heHR(R) eine glatte und totale Randabstandsfunktion
und es gebe Funktionen f,, O0<ksm, so da8

m
(M @ ls A2 = kZ_<:>fk(z) 2 08[s 1(z)

mit
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(2) f, = Oo(h*), O<k<m

ke

Die beiden folgenden Behauptungen sind richtig
(n e [s 1z) = o,(h = OQ[sn](z) = O

(n Qp[sn](z) =ogh = QQ[sn](z) = og(M

Beweis: Sei 0P[sn](z)=0R<1). Dann gllt nach Satz 2.2.6(i)

(k) 3 -k
(3) LN [sn](z) = Og(h™™)

Aufgrund der Voraussetzung fk=0R(h'k) folgt weiter

(k) k -k
f (20 ®,%[s_1(z) = O, (h*) Op(h™™)

(4)

OR“)
und daher
(5) QQ[sn](z) = Ogl(D)

Damit ist (i) verifiziert,

Zum Nachweis von (ii) stiitzt man sich auf Satz 2.2,6(ii) und wird so
auf

(6) £, (2) ®{%[s_Jz) = O, (h*) oy (h™¥)
gefithrt, womit man unschwer die zu (5) analoge Beziehung
(7) QQ[sn](z) = op(1)

herleitet. &

Aufgrund der notierten Voraussetzungen ist klar, daB der eben bewiesene
Satz fiir "klassische" Potenzreihenverfahren (d.h. Potenzreihenverfahren
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mit verschwindender Randfunktion) in dieser Formulierung keinen Sinn
macht bzw. trivial ist. Die Bedingung 3.2.3 (2) bedeutet fiir R=0 namlich
szo fur k>0, da mit R natiirlich auch alle Randabstandsfunktionen heHR(R)
identisch verschwinden (s. Definition 2.1.1). Unklar ist jedoch noch, ob, von
trivialen Féllen einmal abgesehen, iiberhaupt Funktionen f , O<ks<m, meN,
existieren, so daB, eventuell unter geeigneten Zusatzannahmen, die Trans-
formationsbedingung 3.2.3 (1) und die GréBenordnungsbedingung 3.2.3 (2)

erfillt sind.

Das Existenzproblem beziiglich der Transformationsbedingung werden wir
im Rahmen von Satz 3.2.8 erledigen. Die GroBenordnungsbedingung behan-
deln wir in Lemma 3.2.9,

Grundlegend fiir den Beweis des genannten Satzes ist das nachfolgend
formulierte Lemma 3.2.7. Zur Verkiirzung der Schreibweise schicken wir
noch eine Definition voraus,

3.2.4 DEFINITION

Sel T ein Polynom mit komplexen Koeffizienten. Eine Folge (tn)
nennen wir polynom-erzeugte-Folge oder kurz PE-Folge, wenn

fir alle n20 tn = Tin).

Ist m der Grad des Polynoms T, so bezeichnen wir (tn) auch
genauer als PE™-Folge oder sagen, (t ) sei eine PE-Folge vom
Grade m.

Bevor wir zu dem angekiindigten Lemma kommen, notieren wir noch zwei
simple Behauptungen, deren Beweis wir uns ersparen konnen.

3.2.3 BEMERKUNG und DEFINITION
Fiir alle k,nelN gilt

Kk
n{n=1)--+(n-k+1) = Z (k) g
j=o |}
mit céo) =1
cl(") =0 fiir j>k und j<0
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(k+1) ,_ (k) _p (k)
< -1 l:cj sonst

SR

Insbesondere ist .

3.2.6 BEMERKUNG und DEFINITION
Fiir alle k,neN gilt
k

nk = > d® p(n=1) - - - (n=j+1)
j=0 !
mit  d{® =1
d‘(") =0 fur j>k und j<O

dl("") 1= dl(':‘) + ]dl(k) sonst

Insbesondere ist dl(‘k) =1,

Die GroBen c'(") bzw. dl“‘) heiBen Stirlingsche Zahlen erster bzw. zwei-
ter Art.

3.2.7 LEMMA
Sel q_=p_d_ und (dn) eine PE-Folge vom Grade melN, also etwa

m

- 3
(1 dn-kz_c:)akn

mit geeigneten a_, Osksm. Weiter seien P und Q nullstellenfrei
auf [0,1[ sowie holomorph In einem Gebiet D > [0,1].

Dann gibt es eindeutig bestimmte Funktionen f, , O<k<m, so daf
fur jedes Gebiet D', [0,1[cD'cD in welchem P und Q nicht ver-
schwinden (i), (ii) und (iii) gelten. Insbesondere existiert ein
solches Gebiet.
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(i) Fiir alle nelN gilt

q 2" m p z" (k)
(2) q =ka(z)z"[ n ]

Qz =0 P(z)
(ii) Die fk sind allesamt holomorph

(iii)  Ausgehend von

_ Pz
(3) f (z)= Q) a_
lassen sich die f, fir k =m,m~-1,---,2,1,0 gem&8
m |-k )
P(2) (')( 1 )’ (-1,
f(2) = - P(z)f (z)
(4) Wz @) a, '§1 z) f (z J;o j 5 Gy 252

durch Riicksubstitution berechnen.

Beweis: Die Nullstellen von P und Q liegen diskret und kdnnen sich in
D nicht hdufen. Also existiert ein Gebiet D'>[0,1[ aber D'CD in
welchem P und Q nicht verschwinden.

Wir beginnen mit dem Beweis zu (i), indem wir ein Polynom F durch

Fin):= dn fiir alle n20

definieren — ein solches Polynom gibt es, da (dn) eine PE-Folge ist —
und zundchst zeigen, daf mit den fk nach (3) und (4) sowie

m (k)
g = k-n Z“ )
(5) F*(n,z) = Q(z) kZofkmz (Pm
fiir alle z¢D', neN
(6) Fin) = F*(n,z)

gilt. Aufgrund von
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k

e e I 1 =
P(z) j=max(0,k-n) J P(z)

7 sn(n-1) -+ (n-(k-j)+1) 27~ (k=D

i ’io (r)(-p:T)mn(n—l)~-°(n-(k-1)+l)2’

ergibt sich mit c(lk") entsprechend Bemerkung 3.2.5

n vk) Kk k-l o
k-n|_ 2 ) = ( )( 1 ) (k-§) 1.1
& ’ (P(z) [ZQJZO i/ \piz) A it

Insbesondere ist der hier links stehende Term fiir jedes z¢D' ein Polynom
in n vom Grade k, denn der Koeffizient von n* ist gerade

1 1

(9) ?(z—)cék) o~ #0, zeD'
Demnach erweist sich
m S (RN @D
F'(nz) = Q(z) l§>fk(z) Eg (,)(Pm ) elk=D) gl !

(10)

Qlz) i i £, (z) kz-:l ( l; )( 1 )U)cik")nl z)

k=0 k=1 j=0 P(z)

als ein Polynom in n vom Grade m.
Mit der Vereinbarung

i G 4 ) JPe
(11) B, (2) = J-Zo (’)(P:z) ) c(lk 14

kénnen wir dies kiirzer in der Form
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m
(12) F*(nz) = 2, 2: g, (%) Q(2) f, (z) n'
=0 k=]

fassen. Nach Wahl der fk. O<k<m, haben wir

(13) = 1@ ¢k_Z"::“ £, () Q) £, () = a,, 0slsm
Wegen
&
4 8u® = Fa T Pa
bedeutet dies
m
(15) kz-; glk(Z)Q(Z)fk(z) = a, O<l<m.

Daher ist fiir alle z¢D', nelN

(16) F*(n,z) = Z a,n' = E(n)
1=0

und weiter

9,z" 1 4
Qz Q@ ™m%*
m n (k)
(17) - £ (2) *'“( 2 ) . g®
Q()‘%‘m’ 2; e Piz) .

Zf (z) 2z (p )(k)

k=0 (z)

Damit ist die Existenz der fk bewiesen. Um die Eindeutigkeit zu zei-
gen, nehmen wir an, daB (2) auch fiir Funktionen ?k , 0<k<m, erfiilit
ist. Ausgehend von Formel (5) — nun mit Tilde tiber F* und fk - wer-

Hieronymus Fischer 58



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

- 59 -

den wir dann, entsprechend obiger Argumentation bei der Behandlung
von F* (s. Formeln (7) bis (12) ), auf eine Beziehung

m m
(18) Fnz) = 2 2. g, (2) Q@ ¥, (z) n'
1=0 k=1

gefithrt. Man beachte, daB bei dieser Ableitung die Beziehungen (3) und
(4) nicht involviert sind. Wegen F®(n,z) = F*(n,z) (nach Definition von
F*) und weil sowohl F* als auch F* Polynome in n vom Grade m
sind, folgt

m
(19) 2. 8, @ Q@ [f(2)-F (2] = 0, 0<lsm
k=1

In Matrizenform lautet dieses Gleichungssystem
(20) G-h=0

Hierbei ist G=(g"‘) eine obere Dreiecksmatrix und
(21) h=(f,(2) -F (2, -, f (2)-F (z))t

o + Sy A m
ein transponierter Vektor. Aufgrund von

)m
Fz—) # 0, zeD',

(22) Det(G) = gl'ln(z) = (

konnen wir daher h = 0 schlieBen. Folglich ist i‘; = fk , 0<ks<m, evident.

Zu (ii) und (iii). Die Behauptung beziiglich des durch (3) und (4) be-
schriebenen Riicksubstitutionsverfahren folgt unter Beachtung von (11)
und (13) aus dem Existenzbeweis der t‘k .

Fiir zeD' gilt stets P(z) #0 # Q(z). Die By1x (nach (13)) sind daher alle-
samt holomorph in D', so daB sich (ii) einfach nach sukzessiver Anwen-
dung von (3) und (4) fiir m2k=0 ergibt. &

Hieronymus Fischer 59



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

- 60 -

Nun kdnnen wir das im AnschiuB an Satz 3.2.3 aufgeworfene Existenzpro-
blem beziiglich der Vermittlungstransformation 3.2.3 (1) positiv entscheiden.

3.2.8 SATZ
Sel q_=p_d_und (d_) eine PE-Folge vom Grade m. Weiter seien
P und Q nullstellenfrei auf [0,1[ sowie holomorph in einem Ge-

biet D >[0,1[. Die fiir irgendeine Folge (sn) definierte Funktion

Q0
o > n
4] o, [s 1z2) = 5 r1=0p'_lsnz

sei ebenfalls holomorph in D.

Dann gibt es ein weiteres Gebiet D', DD D'>[0,1[ und eindeutig
bestimmte, auf D' holomorphe Funktionen f, , Osk<m, so daB

m
@  ¥[s 1@ := gc:)fkm 2 9{s_J@

holomorph ist in D, und mit

(3) QQ[sn](z) - Zq 8 Z"

gilt (PQ[sn](z) = ¥[s_12) fur alle zeD".

Bewelis: Die Voraussetzungen von Lemma 3.2.7 sind erfiillt. Daher gibt
es Funktionen fk und ein Gebiet D', so daB

n m n
q z p z™\ (k)
= = z: f (z)zk( = )
Q(Z) k=0 k P(z)

fiir alle nelN, zeD'. Aufgrund von Punkt (ii) des zitierten Lemmas sind
die f, , O<k<m, und ‘i’[sn] holomorph in D'. Wir diirfen Qp[sn](z) fiir

jedes zeD' gliedweise differenzieren und bekommen so
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m ") n (k)
P S Z
Z f (2) z* Z (%)

(z) =
\y[sn] % k=0 n=0 P{z)
o m ny(k
p.S_z
DI IAC L b Ll
n=0 k=0 Piz)

n
(=}
qnsnz

n=0 Q(z)

¥, Ls, 1z)

fiir alle z<D', &

Wir wenden uns nun der GroBenordnungsbedingung 3.2.3 (2) zu. Entschei-
dend fiir die Behandlung des Problems ist der nédchste Hilfssatz, den wir
unter Anwendung des rein technischen Lemmas 2.2.7 verifizieren. Man
beachte, daB an dieser Stelle die in Kapitel 2 auf der Grundlage des neu
eingefiilhrten Grenzwertbegriffs (vgl. Definition 1.2.4) entwickelte Theorie
voll zum Tragen kommt,

3.2.9 LEMMA

Sei R eine nicht-entartete Randfunktion und heHR(R) eine glatte
und totale Randabstandsfunktion. Ferner sei q.=p,d_  fir alle
n20 und (dn) eine PE-Falge vom Grade meNN, also etwa

m
- k
g, = I<ZO a n
mit geeigneten a , O<k<m. P und Q seien fiir ein §>0 null-

stellenfrel und holomorph in einem Gebiet D >[0,1[ U S4(R).

Die aufgrund dieser Voraussetzungen nach Lemma 3.2.7 exi-
stierenden Funktionen fk , Osksm, genligen den folgenden Ab-
schétzungen:
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, - P[P "‘"‘)
(i) 'F' - OR(h) =) fk = OR('—Q—(F)
P -1 _ (P k-m)
(ii) 'F = OR(h ) =) fk = OR 6’ h
Beweis: Nach Lemma 3.2.7 haben wir
P(z)
(1) fm(z) - Q) a_
und
2) fopgy, ol [a . i Q2 f.(z) (z)]
L2 = Qlz) kL 1'% By
wobei
-k (9))
ik - S (k-1) 3
3) By 2! = 1=Zo (J)( Pl(z) ) o

Das durch (1) und (2) beschriebene Riicksubstitutionsverfahren ist nach
Lemma 3.2.7 — dort hatten wir die relevante Menge mit D' bezeichnet —
fiir alle ze¢D giiltig, die Funktionen fk sind daher insbesondere in ge-
eigneten Stolz-Mengen Sr(R), r>0, wohldefiniert.

Zu (i). Es ist

= - — =0
1/P P R
sowie
P
i Og (h)

Daher erhalten wir nach Anwendung von Lemma 2.2.7

@ (F)alFE))
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fiir alle jeN. Es folgt weiter
1-k
5 1 (P ‘) (1-1)
& €xi1 ‘?_;:,OR(T(T) k

-o(+() ")

Wegen

fiir O<j<l-k und c(k'"(""))=cl(‘k)=l#0 ist hierbei einzig der Summand
mit j=l-k ausschlaggebend.

Fiir k=m haben wir wegen

_ P B P[P m'm)
(6) fm = E'am = OR(E(?)
bereits die gewiinschte Aussage. Seien also

- o5 (5))
(7) f‘ - OR( o\P

fiir m2j>k20 verifiziert. Dann kdnnen wir folgern
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v alg) 2 ralglE) ) el ) )
® - ofg) el )

- ol & (F))

Nach Wiederholung dieses Schlusses fiir k = m-1, m-2, -+, 2,1, 0 ist
somit der Beweis der Behauptung (i) erbracht. Der relevante Schritt bei
der Vereinfachung der Beziehung (8) geht aufgrund von

T el

P Pu m-k »
cym-k
= —%(?) OR(“
fiir alle k<m gut.
Zu (ii). Wegen
¥ -1
7 OR(h )

ist nach Lemma 2.2.7 fiir alle jcN

(IT)(”= OR(;Th-j)

Wie oben folgt weiterhin

g 1 k-l)
gkl(z) = OR(_}—)-h
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Ausgehend von
= P m-m)
fm(z) = OR(Eh
verifiziert man schlieBlich fiir k=m-1, m-2, - , 2, 1, 0 sukzessive
= P k-m)
fk(z) = OR('Eh &

3.2.10 BEMERKUNG

Fiir normierte Potenzreihenverfahren wird durch die vermittelnde
PE-Folge ein direkter Bezug zwischen den relevanten Funktionen P
und Q geschaffen. Sind etwa [P;p“;R] und [Q:q_:R] zwei normierte
Potenzreihenverfahren und (dn) mit q.3 p"d" eine PE-Folge vom Gra-
de meN, dann gibt es wegen Bemerkung 3.2.6 geeignete Konstanten
bk , 0sk<m, so daB

d = 2, b _n(n-1) - (n-k+1)
k=0

Damit finden wir leicht

m
Q@ = 2 b 2*PR)z)
k=0

Diese Beziehung ist fiir nicht-normierte Potenzreihenverfahren natiir-
lich nicht mehr richtig. GemaB Definition 1.2.3 bekommen wir jetzt
nur asymptotische Gleichheit, also

m
1
Q(z).§>bk 2P — 1 fir z—1, zesR
Wir formulieren und beweisen nun, als Gegenstiick zum Momentenfolgen-

Vergleichssatz, eine Aussage zum Stérkevergleich von Potenzreihenverfah-
ren, die iiber eine PE-Folge zusammenhédngen. Der in Rede stehende Satz
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1
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AL R

o ay((5:))

0 (h¥)

(1

Demnach haben wir auch die Bedingung 3.2.3 (2) verifiziert und wir
dilrfen Satz 3.2.3 anwenden: Sei also [P;pn;R]-llm s,=0, dann ist
Op[sn]=oR(l) und nach 3.2.3 (ii) folgt QQ[sn]=oR(l). mithin erhalten
wir [Q;qn;R]~llm s =0. Bemerkung 1.2.5 liefert die Vertriglichkeits-
aussage,

Der Beweis zu (ii) lduft vollig analog. An die Stelle von (1) tritt jetzt

OR(% B hk)

O, (h*)

fk(Z)
(2)

Der Rest folgt wie oben. &

Der PE-Vergleichssatz |48t sich in gewisser Weise als Komplement zum
fruher bewiesenen Momentenfolgen-Vergleichssatz (3.1.2) auffassen. Dies
hat weitreichende Folgen im Hinblick auf Vergleichsaussagen zwischen Po-
tenzreihenverfahren mit nicht-verschwindenden Randfunktionen. Das frucht-
bare Zusammenwirken der beiden Satze gipfelt in einigen interessanten
Féllen in pragnanten Aquivalenzaussagen (s. Abschnitt 3.3 und Kapitel 4,
insbesondere Satz 4.1.5).
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3.3 Zwel Aquivalenztheoreme

Auf Grundlage der beiden zentralen Vergleichsaussagen 3.1.2 und 3.2.11
kénnen wir nun einen allgemeinen Aquivalenzsatz fiir Potenzreihenverfahren
mit nicht-verschwindenden Randfunktionen formulieren. Im Prinzip handelt
es sich hierbei lediglich um eine geschickte Zusammenfassung jener Sitze.

Der Leitgedanke war, durch geeignete Darstellung der relevanten Quotien-
ten q"/p" — im Sinne der zitierten S&tze — als Produkt einer polynom-
erzeugten Folge 4;" und einer Momentenfolge Wy - die sukzessive Anwendung
beider Satze zu ermdoglichen. In diesem Kontext ist die Erkenntnis wichtig,
daB die Faktorenzerlegung des reziproken Quotienten p,/a, — etwa als

Produkt {_u  — unabhiingig von der speziellen Zerlegung ¢ u_  gewibhlt
werden darf.

3.3.1 SATZ

Seien [P;pn;R] und [Q;qn:R] zwel normierte Potenzrelhenverfah-
ren mit nicht-entarteter Randfunktion R sowie heHR(R) eine
glatte und totale Randabstandsfunktion.

Es gebe polynom-erzeugte Folgen (¢ ) [vom Grade m], (@n)
[vom Grade m] und Momentenfolgen (un), (ﬁn). so daB

q =¢ u p ., neN

n n'n'n

sowie

¢ o ouwp =1, nelN

n n " n'n

Weiter selen, mit geeigneten y. ¥ ¢BV([0,1])

1 1

uo= [tmdyw), [y < o
(o) o]
1 1

i= [t"dxw, Jlazwi < w
o o]
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Die beiden Funkticonen

oo «©
M P@ =2 ¢ p 2" und Q2= 2§ q 2"
n=0Q L n=0

sind dann wohldefiniert und in einem Geblet DD[O.1[USa(R),
§>0, holomeorph,

Es gelte speziell P(z)#0#Q(z) fur alle z<[0,1[.

Wenn nun die Bedingungen

. P PP \™

(i T Oa(h)' TS_(F') = Qg (1)

. Q Q (o')”‘

() = =0.(h), =[=<X] =o0o_m
Q R 6 Q R
1

i [IFta)| ldxw]| = o(lQl) fir z—>1, zeS(R)
(¢}
:

tv) [ l1@ual ldxw] = o(lPz)) fir z—>1, zeSR)
(o]

erfillt sind, dann gilt
[Pip,iR] % [Q:q_:R]
das heiBt, die beiden Potenzreihenverfahren sind gleichstark (mit

Vertraglichkelt).

Bewels: Wir zerlegen den Beweisgang in mehrere Teilschritte.
@  [Pp iR] c [P;¢ p,iR]

()  [Piy p iRl ¢ [Qiq :iR]
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e [Qiq,iR1 < [Qif,q,:R]

(d  [Qi¥,q Rl ¢ [Pip :R]

Mit dem Nachweis dieser Inklusionen ist offensichtlich auch die Aus-
sage des Satzes verifiziert. Wir schicken voraus, daB hier, wie die
Bezeichnungen in (a) bis (d) suggerieren, tatsdchlich Potenzreihenver-
fahren miteinander verglichen werden. Insofern miissen wir allerdings
noch zeigen, daB durch die beiden Tripel [P:¢_p :R] und [(—J;Enqn:R]
Potenzreihenverfahren im Sinne von Definition 1.2.3 bestimmt werden.

Aufgrund von Bemerkung 3.2.6 gibt es geeignete Konstanten bk, O<k<m,
mit

(2) b, = gbk n{n-1) =+ (n-k+1)

Die Potenzreihendarstellung fiir P konvergiert in einer ausreichend
kleinen e-Umgebung U des Nullpunktes. Da (wn) eine PE-Folge ist,
konvergiert die unter (1) aufgeschriebene Potenzreihe fiir P ebenfalls in
U. Zusammen mit (2) dirfen wir also auf

(3) Plz) = Z b, 2% PR (z)
k=0

fiir alle z<U schlieBen. Per definitionem gibt es nun aber ein §'>0 und
ein Gebiet D'D [0, 1[ U Sa.(R) in welchem P holomorph ist. In diesem
Gebiet ist die rechte Seite von (3) holomorph, der Identitidtssatz fiir
holomorphe Funktionen liefert uns daher die holomorphe Fortsetzung
von P in das volle Gebiet D' hinein. Weiter folgt mit (i)

ol )

Op(h™/P)

oR(l)
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Wegen P(z)#0 fiir alle z<[0,1[, haben wir also beziiglich [-l;;wnpn;R] alle
geforderten Eigenschaften eines Potenzreihenverfahrens belegt.

Wir wenden uns nun dem Tripel [6-5 q -R] zu. Die entsprechenden
Aussagen konnen hier vdllig analog bewlesen werden. Die Behauptung
zur Existenz eines beiden Funktionmen P und Q gemeinsamen, eine

Stolz-Menge umschlieBenden Holomorphlegebletes D bediirfen keiner

Préazisierung.

Zum Beweis von (a) bis (d) diirfen wir nun offensichtlich die Sitze
3.1.2 und 3.2.11 heranziehen:

Die Giiltigkeit von (a) ist wegen Satz 3.2.11 evident. (b) wird durch Satz
3.1.2 in Verbindung mit der Voraussetzung (iii) belegt. Zum Beweis von
(c) geniigt der Hinweis auf Satz 3.2.11 und Bedingung (ii). SchlieBlich
erweist sich die Richtigkeit von (d) nach erneuter Anwendung von Satz
3.1.2 unter Berticksichtigung von (iv). &

Zur Konkretisierung dieser Aquivalenzaussage werden wir jetzt fir eine
groBe Klasse von Potenzreihenverfahren die Aquivalenz zum Abel-Verfah-
ren AO(R) nachweisen. Dabei miissen wir uns wieder auf Stolz'sche Rand-
funktionen beschréanken. Zum Beweis bendtigen wir noch einen Hilfssatz.

3.3.2 LEMMA

Sei R eine Stolz'sche Randfunktion. Wir setzen

- ff(n*a,)“'/ff(mb,)ﬁl
=1 -

und

=<
1]
NE
R
|
M3
o

i=1 i=1

wobef al.ul.bj.B}eR. al.a..bj,ﬁj>0 fiir 1siSmu, 1$l$mﬂ und y>-1.

Ferner definieren wir die Funktion
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o
Pz) 1= 2, p 2"

n=0

als Potenzreihe der Folge (p ).

Es gelten nun die folgenden Aussagen

(i) pn>0 fir alle nz0

(i) nY p, = Tro() fir n—w

(1 (1-2)"*'P@2) = T(y+1) +o(1) fir z—>1, z¢SR)
P(z)

(iv) (1-2)—— = y+1+ol1) fir z—>1, z¢S(R)
P(z)

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

-
"

m_ y a e i:i -8 BL-BJ
L Han( iy a2

(1)

(i) 1d8t sich hieraus unmittelbar ablesen.
Fiir
n 2 max(alllsismu) und n 2 max(blllsjsma)
ist jeder einzelne geklammerte Faktor von (1) in eine — offensichtlich
absolut konvergente — Reihe entwickelbar. In dieser Form kénnen wir

die unter (1) aufgeschriebenen Produkte problemlos ausmultiplizieren
und werden so auf die folgende Reihendarstellung der P, gefithrt:

(2) p_=n' Z C n K
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Fiir ausreichend groBe n ist diese Reihe als Produkt absolut konver-
genter Reihen ebenfalls absolut konvergent. Die Koeffizienten Cy sind
entsprechend der beschriebenen Vorgehensweise prinzipiell aus den a
und bj berechenbar, insbesondere gilt c°=1. Also haben wir

(3) p. = n'(1+0(1)) fiir n—o

n

Demnach ist (ii) evident. Wegen

-'r(nw) 1 fii
—_— — p—
n n I'(7+l) rn g

erhalten wir ferner

@ s ("))

mit einer Nullfolge (e ). Es folgt

™M

B I(y+1) i (n;y) z" + i en( n+7) 2"

n=0 n=0
(5)

{y+1)(1-2) 7" +r(2)

wobei

"
m
E)

e ey
=
-
-
S

N

=

|r(z)|

4]

+ sup |e |- i (n;y) |z|™

n>N n=0

Weiter bekommen wir

N
n+ _ vl
11-2"* [r(2)] < [1-2[7* Z( Y)lt—: | + sup |e l‘(“ ZI)
n=0' 7 B ey 2 Viclzl

Nach Lemma 3.1.4 ist der geklammerte Term des letzten Summanden
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dieser Abschitzung beim Grenziibergang z—>1, z¢S(R) beschrankt, d.h.,
es gibt ein §'>0 und ein K>0, so daB

< K fiir alle cha,(R)

Ist nun ein £>0 vorgegeben, so wiahlen wir zunichst ein N derart, daB

K¥*! sup |e | < =,
n>N ® 2

und dann — was offensichtlich moglich ist — ein §>0 aber §<§' mit

N
-z|T* Y £
[1-z| é( " )Ienl e fiir alle zeSy(R)

Wir haben also

(6) |(1-2)Y*"* P(@) - T(y+1)| = Ir(2)| <& fir alle zeS,(R)

Das ist die Behauptung (iii).
Zum Nachwels von (iv) setzen wir
P,= (n+1) P,y + NN

und
P(z) := z p_2"
n=0 "

Wenn wir nun die obigen SchluBweisen sinngemdB auf i)n anwenden,
so finden wir leicht p_= O(n"*!). Insbesondere gilt

(1-2)Y*2P(z) = I'(y+2) +o(1) fiir z—>1, z¢S(R)

Aufgrund von

el

P'(z) = Z np, 2! = Pl
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folgt weiter

(1-2)Y*2P'(z)  I(y+2)+o(1)
- = y+1+0(1)
(1-2)7*! P(z) T(y+1) + o(1)

fiir z—=1, z¢S(R), womit auch (iv) bewiesen ist. &
Wir kommen nun zu dem angekiindigten konkreten Aquivalenzsatz.

3.3.3 SATZ
Sei R eine Stolz'sche Randfunktion und ferner

o o lr-"]‘tx(n'fal')m'/jii:f(m‘bj)‘BJ

1=1

CEF

1=1 j=1 J

wobel a, o, b). Bch. a, o, bJ. BJ>O fir 1si5m“. 1$j$mB.
Wenn wir nun
[==]
Qlz) = 2, q 2"
n
n=0
setzen, so ist [Q;qn;R] ein Potenzreihenverfahren und es gilt

AR & [Q:q, iR]

Bewels: Wir fiihren den Beweis unter Riickgriff auf Satz 3.3.1 und ent-
scheidender Verwendung des oben notierten Lemmas 3.3.2. Zunidchst
folgt aus dem genannten Hilfssatz, daB [Q;qn;R] tatsichlich ein Potenz-
reihenverfahren ist.

Weiter definieren wir pn==l fiir alle n20 sowie

m *ma

b, = H (n+a‘)"[°‘t] ; B, o= h ut?

Hieronymus Fischer

75



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

_76-

wobei

o ~[ec, 11
LD, [ (n+a‘) B fiir 1sism

- (n+bi)'ﬁ| fiir m <i<m +mg

und vereinbaren

i P, 2"

P(z) =

n=0
D 23 n
Pl(z) = '§) d;npnz

Demnach haben wir [P;pn;R] =A°(R). Man sieht unmittelbar ein, daB P
auf [0,1[ nullstellenfrei ist.

Nun Ist (wn) offensichtlich elne polynom-erzeugte Folge mit 1#0 als
Koeffizient der hichsten Potenz. Des weiteren sind die (u:")) Momen-
tenfolgen, denn es gilt

- n ta-I - -
(1) Z[t ) (-IOg t) ldt'. = (n+a)™®

filr alle a,o¢R, a, x>0 und neN (man beachte, 8,>0 und —a’+[u‘]+1>0).

Also ist auch (un) eine Momentenfolge. Daher existiert ein x<BV([0,1]),
so daB

1
= b"tn dy(t)

Insbesondere folgen

B i

1
b, = t™ [dy(t)| und bfldx(t)l < @

aus der ersichtlich bestehenden entsprechenden Eigenschaft des oben
aufgeschriebenen Integrals (1),
Wir fahren fort mit der Definition der zu $_u_ reziproken Hilfsfolgen,
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o
i =[] W

=1

-

a(‘):z

[ (n+a)™% fiir 1<i<m_
n

(n+b,)at'[°1]" fiir m_<ism_+m,

Q@)= 2, § q,2"

n=0

Q hat auf dem reellen Intervall [0,I[ mit Sicherheit keine Nullstellen.
Auf (Iﬁn) und (ﬁn) lassen sich die weiter oben fiir (4)n) und (un) durch-
gefithrten Schliisse problemlos tibertragen. Demnach existiert auch

hier ein ¥ ¢ BV([0,1]) mit

1 1 1
i = Jt" dy(t) = of:“|dzm| und !Id‘i(t)l < ®

Wie man leicht verifiziert, haben wir nun fiir alle neN

q, ¢ up, und o g =1

nnon on

Zur Anwendung von Satz 3.3.1 bedarf es daher nur noch des Nach-
weises der dort aufgefithrten Bedingungen (i) bis (iv). Wir wenden zu-
erst Lemma 3.3.2 auf (q ) bzw. Q an und bekommen

0<q_ = O(n") fiir n— o ,
——=0((1-2)"*") fiir z—>1, zeS(R)
Qlz)

sowie

Q'tz)  y+1+o(1)
Qfz) 1-2

filr z—>1, z¢S(R)
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Die ersten beiden Bedingungen in Verbindung mit Lemma 3.1.3 und
Lemma 3.1.5 belegen 3.3.1 (iii) unmittelbar ( man beachte q.=w ¢npn=

w, ¥, mit ¢n20).

Wegen der absoluten Konvergenz der fraglichen Reihe fiir |z|<1, diirfen
wir im folgenden Integration und Summation vertauschen.

1 1 =)
fIRavlidggwl < [ 2T q 12" t*dxw
o o m=0 "%

P(|zl)

O(|Ptz)]) fiir z—=1, 2¢S(R)

Der letzte Schritt wird durch Lemma 3.1.4 belegt.
Damit ist die Giiltigkeit von 3.3.1(iv) nachgewiesen.

Lemma 3.3.2 angewandt auf (¢ ) und (ﬁnqn) ergibt mit

& = Z (1+[x]) wund B o= ZB(H[B,])

i=1 =1
sofort
(1-2)**1P(z) = I(&+1) + o1) fiir z—>1, zeS(R)

und
(1-z)Y*B*1Q2) = T(y+B+1) +o(1) fiir z—>1, z¢S(R)

Hieraus erhalten wir wegen

P(z)
P'(z)

= 1-2 fir z—>1, z¢S(R)

und
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Qlz)
Q'(z)

1
+

= (l-z)(Y 1

+o(1)) fiir z—>1, zeS(R),

unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB h(z):=1-z beziiglich jeder
Stolz'schen Randfunktion eine geeignete Randabstandsfunktion im
Sinne von Satz 3.3.1 ist, die beiden noch fehlenden Bedingungen 3.3.1 (i)

P (P@\&_  (1-z)* o
P (Pm) " T som ¥

OR“)
und 3.3.1 (ii)

aw (g )F (1-2)"*F _T(y+1) + 0(1)
Qz) \ Qlz) (1-2)¥  r{y+B+1)+0o(1)

(1-2)"8 ((y+1)B +o(1))

= OR“)

Der Beweis ist nunmehr vollstindig erbracht. &

3.4 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
PE—-Verglelichssitze

Wir untersuchen im folgenden Varianten des PE-Vergleichssatzes 3.2.11
im Hinblick auf eine Modifizierung der Anwendbarkeitsbedingungen (i) und
(iD. In diesem Zusammenhang gelangen wir fiir eine groBe Klasse von Po-
tenzreihenverfahren zu notwendigen Bedingungen.

Wir beginnen mit einer Definition.

3.4.1 DEFINITION

Sei R eine Randfunktion. Ferner sei m irgendeine natiirliche Zahl.

Mit Hilfe der Bedingungen
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(n 38>0: P Ist holomorph in SS(R)U[OJ[

(ii) Es gibt eine auf Ssﬁ?) holomorphe Funktion T mit T=0,(1)
und ein ¢#0, so daB

p(k)

= = Tk (K +og (1)), O<k<m

{iii) Es gibt eine auf S;(R) holomorphe Funktion T mit T=0,(1)
und ein c#0, so daf

p(k)

= Tk (MK 1
——P—--T (c™ +og (1)), Osksm

(iv) Es gibt zwei auf S4(R) holomorphe Funktionen T und S,
T=oRrS). S=oR(1) und Konstanten ck#O. Isksm, mit

(k) »
—_—=T S(ck+oR(1J), 1<sk<m

definieren wir drei Familien von Funktionen.

(a) PcF;“ 1= P erfullt (1) und (ii)

ib) Pe F;" = P erfiillt (i) und (iii)
(c) PeF 1= P erfiillt (i) und (iv)

3.4.2 BEMERKUNG und DEFINITION

Fir ein Potenzreihenverfahren [P; P ;R] schreiben wir statt P:F
auch [P,p R]sF (v=1,2,3).

Per definmonem gibt es zu jedem PeF eine Funktion T und ein
c#0, so daB 3.4.1(ii) erfiillt ist. Daher macht die kompakte Notation
P:F (T,c) durchaus Sinn. Es sei jedoch noch hervorgehoben, wir
melnen damit zweierlei: 1. PcF‘ und 2. die Bedingung 3.4.1(ii) wird
durch das Tripel (P,T,c) erfiillt,

Vollig analog sind die Schreibweisen PeF, ™(T.c) bzw. PeFy T S.(c )
zu verstehen.

Wenn sich aus dem Zusammenhang unmittelbar die GroBe des relevan-
ten Parameters m ergibt, so schreiben wir anstelle von P« F\:" kiirzer

T C = cles)iesd) ., lovk=1)) =, Sympoiverzeichmis, Um Verwechsiungen mit #den dfters awfuretenden Folgen
(c.l U vermerden, geben wir gdieser Schreibweise gegendber der Ublichen Notation (:|. den Verrug.
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Pe F\’ (v=1,2,3).

Gilt P(F:" fiir alle m ¢ N, dann notieren wir P:F:D (v=1,2,3).

Um die Notation nicht zu iiberladen, wurde die zugrundeliegende
Randfunktion nicht mit aufgenommen. Klar ist jedoch, daB die ge-
faBten Bezeichnungen immer in Verbindung mit einer geeigneten
Randfunktion zu lesen sind.

Typische Vertreter aus den einzelnen Familien sind
F(R)<F,"((1-2)°",is ), 550
(1-2)%exp((1-2)"%) ¢ F °((1-2)2*1,i8 ), o<RR, 5>0

Au(R)eF:(l-z.mﬂ). w> -1

_ log (1-2)

—z—(‘t;)— EFz (1'2,1)

-z " log (1-2) ¢ F5'(1-2,-1/log (1-2), ((k-1)1), _, )

(21 log(l-z))zeF:(i-z,-l/log(l-z).(2(k-1)!)kl1)

Diese Aussagen weist man im Einzelfall stets sehr einfach mit Hilfe der
weiter unten bewiesenen Hilfssdtze 3.4.5 und 3.4.11 bzw. durch direktes
Berechnen der Ableitungen fiir neN nach (s. a. Abschnitte 4.1 und 4.2).

Der folgende Hilfssatz enthilt bereits alle wesentlichen Mittel zum Beweis
von Aussagen iiber den Vergleich von Potenzrelhenverfahren aus der Familie

Eqox

243 TRMMA
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p(k)

B = T K
5 T S(ck+oR(1)),1sk$m

mit zwel im Holomorphiegebiet von P holomorphen Funktionen

(2)

(3)

T =°R(S)

S=0R(1)

und Konstanten ck#O fir 1<k<m.

Fir die nach Lemma 3.2.7 existierenden Funktionen fk, O<k<m,

gilt dann
c
-1k -k
(4) f =TH (—2=E—+0. (1) ), O<k<m
m
L
(5) fm—?’( 3 *OR(U)

m

Beweis: Nach Bemerkung 3.2.10 gibt es bk. O<k<m, so daB

(6)

m
Q@ = 2. b,z Pz) (140, (1))
el %

mit bmafo. Demnach ist

(7)

Q

m
-k
D l:>o +'§ bk T S(cka(l))

-m
bm TS (cm*OR(l))

Im weiteren zeigen wir

(8)

(1)
P(%) = -1 S(cj+oR(1)) , 1gj<m

durch vollstindige Induktion. Fiir m=1 verifiziert man die Formel un-
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mittelbar Sei also (8) richtig fiir 1<j<n<m. Dann ist

1 \(n+1)
)
P

(9) =

und somit wegen

g

(10)

()

% ()5

P

k
~itg ik g
> (,) T8k s5(-c, 0 *op )

+T™* 18 (c,, +o, )

T* 15 (c, ., t051)

-1

n
: “k-1 g mk-m g (_
g (k)T ST S ( ck”cn_k+oR(i))

(=]

_m-n-1
T S(cnd'ron(l))

-n-1
-T™" S(cnu+on(l))

Daher ist (8) fiir 1sjsm verifiziert. Nun wihlen wir nach 3.2.7, mit

k .- d
l§>akn L (neN)

die Funktionen fk. O<ksm

derart, daB
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(12) o ™ G %
sowie

5 m
(13) L = Eak',g.," g, f, . Osk<m,
wobei
(14) 8y, (%) = g (:) (-:;—)“)cil'”z’

J=0
Demnach ist (Man beachte b_=a nach Wahl der a, und b, )
m m k k

(15) f =Tmg? (c;' +op (1)

aufgrund von (7) und

-k
1 108 i
g,,(2)= -P_cl(‘l)_,%: (,)T J-F(c’ 4»01‘(1))(:&l P

(16) 1
= -(k)'r'("“)—s—(c +o_ (1))

P ‘9-x"°Rr

folgt sukzessive fiir k=m-1, m-2,++,2,1,0

ol m)c K
(17) £, =T [(k = +og (1) ]

Zum Nachweis dieser Beziehung gehen wir von (15) aus und folgern mit
(13)

m C
. -1 -1 k- -1 -k
£, = T™ 87 (e} o)) ‘u*(k)" msT™ s (=K 40 )

m
m~-1
1 m) ¢ c
>3 ( )T“"ST' ( )——"‘" L=k 4o (1)
1akep VK [(s ®m R )
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m\ ¢
_ mk -k
=T [( k) s wR‘"]
m
Damit ist alles gezeigt. &

Unter entscheidender Nutzung von Lemma 3.4.3 beweisen wir nun eine
erste Verscharfung des PE-Vergleichssatzes 3.2.11, Zwei weitere der hier-
zu bendtigten Hilfssdtze verifizieren wir, um den Blick auf das wesentliche
nicht alizusehr durch technische Details zu verstellen, erst spidter (s. Lem-
mata 3.4.5 und 3.4.11),

3.4.4 SATZ
Seien [P;pn;R] und [Qiq_:R] 2wei Potenzreihenverfahren, h eine
glatte und totale Randabstandsfunktion aus HR(R) und (d") eine
PE-Folge vom Grade m21 mit q,=p,d, fur alle n20.
Ferner sei PcF;n(T,S,(ck)).

(1) Die Bedingung
() T™ = O.(S-h™)
Ist hinreichend fiir die Giltigkeit von [P]c[Q].
(i1} Wenn T(z)=1-z , pn#O fir alle n20 und
(se) S:P = 0,1,
dann gilt [P;R] ¢ [Q;0].
(1) Wenn T(2) =(1-2)Y mit einem y21, p 70 fir alle n20 und
(##%) Jo>y: Rix)=0(x™) fiir x—0+,

dann gilt [P;R] ¢ [Q;0].

Beweis: Nach Lemma 3.4.3 gibt es Konstanten A #0, O<k<m, so daB
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(1) f, = A T(1+o (1),  O<k<m,
und
- =3
(2) f .= A T"S (1+0 (1)

Nach Voraussetzung haben wir ferner
238 m

(3) f, = Ox(h™)

und auBerdem, wegen S=ok(1).
N k

(4) fk - on(h ¥ 1sk<m

Sei also (sn) eine Folge mit [P;pn;R]-llm s =0, dann ist Op[sn]=ok(l).
Nach 3.2.8 (2) ergibt sich — in Verbindung mit 3.2.3(ii) — sofort
&Q[sn]=oa(l) , mithin [Q;qn;R]-llm s_=0.

Das ist der Beweis zu (i).

Zum Nachweis der Behauptung (ii) zeigen wir, es gibt eine [P:pn;R]-
limitierbare Folge, die von [Q:qn;o] nicht limitiert wird.

Wir definieren hierzu eine Folge (sn) iiber dle Identitét

(5) Z P, snz" = (1-2)%, (i=;/ -1 )

Als Definitionsgebiet der rechts stehenden Funktion nehmen wir die
lings [1,[ geschlitzte unendliche komplexe Ebene. Aufgrund der Zu-
satzvoraussetzungen an die P, Ist die Folge wohldefiniert. Sodann
erhalten wir mit @(z):= Op[sn](z) - (l-z)‘/P(z)

poa® = 3% () [0-0]®p (L)

=2, (:)(-1)" (Y% (1-2)"* (1-2)* " 5 (¢

+(-DPW)Y (1-2)

n_k’ron(l))
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= (<1PU)*™ (1)t (1405 ()

Hierbei haben wir Formel (8) aus dem Beweis zu Lemma 3.4.3 und S =
o, (1) beriicksichtigt. Es folgt weiter mit Dk==(-l)k(l)“‘. 0<k<m,

ok
®

_ o=k
= Dk(I z) (l+oR(1)) , O<ksm.

Nach Satz 3.2.8 sowie (1) und (2) gilt

Z A (1-z)* @), (1+oR(1))
k=0

(6 O[5, )(z)

+ A_(1-2)™s™? olm). (1+0,(1))

m-1
_E. -1
= ® [k=° Aka(HoR(l)) +A D S (I+ok(l))]

-1
@A D S (1+o,(1)

A_D_(1-z)'(s-p)™? (1+0 (1)

Nun ist A _D_#0; ferner haben wir S(z)-P(z) = O(1) filr z=Relz)—>1-,
daher konvergiert der letzte Ausdruck bei diesem Grenziibergang nicht.
Also ist auch (sn) nicht [Q;qn;O]—Ilmitlerbar. Dagegen gilt (1-z)' = O(1)
fitr z—=1, z¢C-[1,0] und folglich [P;pn:R]-llm s =0 aufgrund von (5).
Mithin ist [P;R]2[Q;0].

Der Beweis zu (iii) lauft weitgehend analog. GemidB (###) kSnnen wir
ein «>y mit R(x) = O(x*) fiir x—>0+ fixieren. Als Entsprechung zu (5)
setzen wir jetzt

7 > p s,2z" = P(z) g(z) G(z)

n=0 "
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mit
glz) := (1-2)°

und
G(z) := exp (I(l-z)s).

beide Funktionen definiert in C-[1,o[. Die noch freien Parameter ¢
und § wihlen wir gemédB y<8+1<x und 0<e<58+1-y . Da keiner der Koef-
fizienten p  verschwindet, ist die Folge (sn) wohldefiniert.

Nun folgt
—g—' = i8 (1-z)"1"3
sowie
g' -1
—_— - 1~
P~ £(1-z)

Also haben wir GeFr((i-z)s*'.iS) und geF;(l-z.-e) aufgrund von
Lemma 3.4.11. Ein weiteres Lemma (s. 3.4.5) bringt uns nun

® = g-GeF ((1-2)%,is5)
Deswegen gilt fiir O<sk<m

oK)

. o -k(8+1)
(8) 3 Dk(i z) (hoR(l))

Hierbel haben wir Dk==(18)k gesetzt.
Nun kommt wieder Beziehung (6) zum Zuge, die uns nun auf

m-1
0 0, [s,1(2) = °,§, AD, (1-2) B*17VK (140 (1)

. - (8+1-y)m o-1
+® AmDm(l z) S (1+oR(l))

= ®-A_D_ (1-z) ®1-0)m 571 (1,6 (1))
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=A_D_ Glz) (1-z)¢~(8+1-v)m g-1 (1+0g (D)

mit A_D_#0 fiihrt.
Aus Lemma 2.3.4 folgt unmittelbar [P:pn;R]-llm 5 =0 fiir R(x)= 0o(x%),

Andererseits gelten |G(z)|=1, |S™Y(z)]— » und, da m21,

“_z|s—m(84l—y)__> &

jeweils fiir z=Rel(z)—1-.
Deswegen haben wir IOQ[sn](z)|—>m fiir z—>1- ldngs der reellen
Achse, d.h., die betrachtete Folge (sn) ist nicht [Q;q“;o]-llmltterbar.&

Offensichtlich erhalten wir durch Negation der Bedingungen (*#) und (®%»)
sofort notwendige Voraussetzungen fur das Bestehen der Inklusion [P;R]C
[Q:0] bzw. [P;R] c [Q:R].

Im folgenden gehen wir einen PE-Vergleichssatz fiir Potenzreihenver-
fahren aus den Familien F1 und Fz an. Als Vorbereitung beweisen wir eine
Reihe von Hilfssdtzen, Der erste wurde auch schon zum Beweis des vorigen
Satzes benotigt.

3.4.5 LEMMA
Sei R eine Randfunktion. Fiir ein Paar u,ve{1,2} gelte A F:’(TA,a)

trm

und BeF:"(TB.b). Ferner selen a und b™ von Null verschie-

den. Dann ist

P { F;"(TA.a). TA=°R(T8)

FIV(T5:0), Tg=0,(T,)

Wenn TA= T, =T und up=v=:A, so gilt

A‘B ¢ F;"(T. atb)

Beweis: Wir setzen fiir alle k, O<sks<m,
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i [ a¥ % AtF;n

a  §-

k a“‘. AEF;,

Die bk definieren wir vollig analog. Es gilt nun

(AB)(n): i (n) A(k) B(n—k)
AB o \k/ A B
(2)

n
. z ~km-(n-k)
k=0 (k)TA LS CRUSIEC )

Zundchst betrachten wir den Fall Ta=°R(TA)'

Wegen T X1 (*" =0 (T-%) TX T "= 0, (T;™) und a b #0 fiir alle k,
O<k<n, ist dann in (2) allein das Summationsglied mit k=0 signifikant.
Daher gilt

(AB)(n)

3
(3) AB

= Tn-n (aobn+ok(1))

Aufgrund von a°=l haben wir folglich A~BcF\:n(TB.b) nachgewiesen. In
gleicher Weise behandelt man den Fall TA=0R(T8).

Fiir T := TB= 'l‘A erhalten wir
s o f S (2)
(4) T- T é k al:bn-k +oR(l)
Somit ergibt sich im Falle v=u=1, also AsF:"(TA.a) und BeF;“(TB,b),

(AB)(D) & =
(5) —p—=T7" [(asb)? +0,0)]

SchlieBlich folgt fiir v=y=2
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(AB _afe (“) Ak Mn-k)
(6) = ol y aMkpME-k) Lo (g
AB o \k R
2, fa+k-1\/b+n-k-1
=T n! ( )( .- )+o (1)}

e a+b+n-l)
T n!( n *oR(l)

T ((a+b)™ +0 (1))

"

Nach Definition 3.4.1 ist damit alles gezeigt. &

Das vorstehende Lemma ist wichtig flir praktische Anwendungen des noch
zu formulierenden Vergleichssatzes. Es besagt im wesentlichen die Ab-
geschlossenheit der relevanten Familien F, und F2 beziiglich der Multiplika-
tion. Eine gleichgerichtete Aussage iiber Reziproka macht der folgende
Hilfssatz, der indes nur zum Beweis eines weiteren Lemmas von Interesse
ist.

3.4.6 LEMMA

Sei R eine Randfunktion und meN. Fiir eine Funktion P gelte
PeF™(T,c) mit v=1 oder v=2.

Dann Ist 1/PeF;"(T,—c). d.h., fiir alle k, 0sks<m, gilt

(k) (-¢)* +ot), PefFT
(1) ( L ) = Tk l " 1

P (-c)“‘+oR(1) , PcF;"

Beweis: Fiir k=1 ist die Behauptung wegen

() P(l) & o
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evident. Der Fall k=0 ist sogar trivial. Sei also (1) fiir 1<k<n bewlesen.
Wir vereinbaren

- {ck. PeF'm
c. =
X c'®, PeRy
und
s . {(-c)". PR
g =
k7 o, peR®
Es folgt
L) ((5))™
(p =Pp
Pro1\m
( = - (_._)
5) P PP

Hierbei ist

(%)m: i (1;) P(M)P(_,_)(k-a)

o P P
(6) = > (k) T-UD-{k-D) (¢ & 0 (1))
=0 j §+1 "k~ %R

k
k
= mpe(k+1) =
=T ’-Zo ( j)chc"_J +0R(l)]

Fiir PcF:n lautet der exakte Teil der geklammerten Summe
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k

e 5 (3o

i=0

i i (l;)(-l)“"

j=0

(7)

[ ¢ fiir k=0

0 sonst

Fiir P« F;‘ haben wir dagegen

k

Z k
Be j=0 ( j ) R
= [k
(8) = jzo: ( j )c(c:+1)~-~(c+))-c(c-l)m(c—(k-j)+l)'(-1)"'J
- i (coj)( c )(-l)k"c
. J=0 J k-)

Durch Koeffizientenvergleich zwischen den Potenzreihenentwicklungen
von (1-x)"! und (1-x)° - (1-x)"°"! erhalten wir leicht

(9) S, =ck! fiir alle keN

Nun konnen wir mit (5) fortfahren

1 Yol (") (k+1
e A == = -{k+1)-(n-k)
P( > ) E K (Sk+oR(l))cn_kT
= ['n
= _mp—-(n+1) =
it é ( k) SkCa-x oM I

Fiir PcF;n gilt jetzt einfach
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(n+1)
P(—:,-) = -1 (g (~¢) +0 (1)
(11)

= (_c)n‘i T—(u#'l) (1+°R(1))

Damit haben wir diesen Fall erledigt. Zur Behandlung von P« F;"sttit-
zen wir uns auf (9) und folgern

P( 1 )(n-ﬂ)_ T_(u‘j) i n! (- )‘?(n—k) vo. (1)
? - k=0 (n-k)! g OR

—eT (0 D) 4y {

£ 1) ]

k=0

e T (D g [( -c;n) +oR(l)]

= g (neh) ( (-e)t(m+D) +oR(1))

d.h., (1) ist auch fiir k=n+1 richtig. Wir haben daher die Behauptung
durch vollstindige Induktion bewiesen, &

3.4.7 LEMMA

Seien [P;pn;R] und [Q;qn;R] zwel Potenzreihenverfahren und m,
meN mit msm. Fir v=1 oder v=2 gelte PeF:" (T.c), mit Re(c)>0.
Ferner gebe es eine PE-Folge (dn) vom Grade m, so daB qn=pndn
fir alle neN.

d® sei der Koeffizient der héchsten Potenz des generierenden
Polynoms. Es gilt

c™ +oo(h) P(F;F

+m m
¢ 4o (), PeF,

(1) i [

Wenn die beiden Potenzreihenverfahren normiert sind, dann ist
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QeF™ ™M (T.c), falls Pe¢F™ und Qe¢F] ™(T,ctm), falls PeFJ,
jeweils unter der Voraussetzung m<m.

Bewels: Nach Voraussetzung haben wir fiir kelN, O0<k<m

p(x) N N
(2) P = T 74, , rk=°R(T )
wobei
B c* fiir Pe Fi‘
‘" [ ™™ fiir PeFy

Nach 3.2.10 kdnnen wir — wegen qn=pndn- mit geeigneten bk auf

m
(3) Q@ = 2, b, 2Pz (140, 1))
k=0

schlieBen. Insbesondere ist b_=d*#0. (2) eingesetzt in (3) ergibt

(4) % - |§) (bk z¥ ck'l"k +rk)

cm#o fiir P(F:i Ist klar. Wegen Re(c)>0 ist auch fiir PeFf ¢, #0. Der
signifikante Term in (4) lautet daher schlicht.

Qs -m
(8) b = BT T (1+op )

Wir haben somit (1) bereits verifiziert. Zum Nachweis des Restes miis-
sen wir (3), allerdings ohne den asymptotischen Faktor, weil wir jetzt
nur noch normierte Verfahren betrachten, fiir O<x<m-m differenzieren:

(x) m max(x,k) ® (k+3x-2)
(6) QT-3b, 2 (1) rEn - map e B
P k=0 * =0 P

Mit Hilfe von (2) kénnen wir diese Beziehung auf
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()
9 A ~(m+x)
(7) g b, T el C IR W 1))

reduzieren. Diese Form erlaubt uns mit

(8) _ﬁ)=&(i)..£-
Q P Q

und (5) den SchluB auf

(%)
Q7 _ m- -1
TRas i [e,., ot +opt) ]
(9 3 -
. { ¢ +op (1), «F,
(c+m)™ +o (1) , PeF,"

fiir 0<x<m-m. Dies ist das gewiinschte Resultat. &

Uber die eingangs angesprochene Bedeutung hinaus gewihrt dieser Hilfs-
satz Einblick in die grundlegende Struktur sowohl der Familien F' und Fz im
allgemeinen als auch der betreffenden Potenzreihenverfahren im besonderen.

3.4.8 LEMMA

Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.4.7 wiéhlen wir m=m,
dann gilt, mit den Bezelchnungen von Lemma 3.2.7,

-k m
" . (m) ¢ K ro (1), PeF;
k k Mi).+o (1, PeF™
I(c+m) R 2
fir Osksm, und speziell
¢ Mo (), PEFy
(2) e [ r'(c) "
m —te— 4 0. (1) , PeF
F(ctm) R "2
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Beweis: Nach Lemma 3.2.7 haben wir

P
3 o T

P m
" = Q" -1§+1P B i
mit

-k
'} (‘ )“) (-1,

(5) 8,2 = ,Z(:; (l > c, 'z

fiir Osk<ms<l. Hierbei sei, mit geeigneten a e C, Osk<m, gemdB Defini-
tion 3.2.6

(6) d =2 a n*

k=0

Analog zum Beweis von Lemma 3.2.9 (i) betrachten wir zunichst Ab-
schatzungen der 8y Wir haben

(7) [P;R]eF:"(T.c) mit Relc)>0, ve{l,2}

Somit, aufgrund von Lemma 3.4.6

1 (k) e
(8) P(—;) =T (ck+oR(1)).

Hierbei kommen die Bezeichnungen nach Lemma 3.4.6 (3) und (4) zum
Zuge. Die Beziehung (5) wird nun zu

-k 1

J
2T (- m-ji=
‘Zo (,) ? Sk T (c’+oR(1))

(9) €y)

Fiir PeF:n bzw. Pe F:' und c¢¢{1,2,... ,m-1} haben wir C,_,70. Daher gilt
in diesen Fillen

1
(10) 8y, = (k) T* 1P~ (5, _, +o ()
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Dagegen ist fiir c¢{1,2,... ,m-1} und Pep;"

{ 0 fiir v>c
(11) c =
¥ (-1)¥c*Y  Fiir vse

Folglich kénnen wir (9) auf

l) e 4 ll=-€) m—ecn-1
5 (-1) cley T=p (l+on(l)). I-k>c¢
(12) 8y,

|
(k)(-l)l-kc"(l'k) Tk"P"(l'roR(l)), sonst

reduzieren. Hierbei war noch cl(“’)# 0 fiir O<v<k und ci"“"k)) =1 zu
beachten.

Wir beweisen nun (1) und (2) mit einem Induktionsargument. In Verbin-
dung mit Lemma 3.4.7 folgt aus (3) unmittelbar (2). Im weiteren stiit-
zen wir uns auf (2) und (4) und schlleBen sukzessive fiir O<jsm

(13) f = Tm_j(m) { clj"_(mi;OR(l) . P(Flm
il c+ m
m-) m*on(l) ‘ PGFz

Fiir j=0 ist (13) evident. Sei also (13) fiir O0<j<u<m verifiziert, dann erhal-
ten wir, k=m-yu gesetzt, im Falle P ¢ F‘m nach (4), (10) und (13)

Qp manl
“4) Tfk - ak Z flpgkl

a2 S (Merw (}) ekt o

w2 5 (D)) o

Wegen
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o 5 (e - (3 8 (3) o
: [ 0 fir m>k
1 fiir m=k

m
folgt fiir die innere Summe in (14) A=- ( k) (Fiir m>k, nur dieser Fall
ist interessant ). Also ergibt sich

(16) f

akc‘“' T (1+on(l)) + (l::) Tk (1+on(1))

(':) ¢ *T* (140, (1))

Der Fall P(l'-‘:u ist damit erledigt. Fiir PcF;' und c¢¢ {1,2,... m-1} er-
halten wir anstelle von (14)

Q SRR, & (o, < (m)[] Mctrm=-1) 4(1-k) _
an e P T ,_Z:kq( I)(k) T(c+m) ° S & Ve (1+a, (1))

Nun ist aber

(18)

1]
—_——
= 8
N—
Py
|
S —
—
|
r—
N
<
2}
—~~
aQ
1
—
S
—
Q
]
<
“
—
S
Q
——
Q
+
—
S
—
a
+
E)
|
T
<
S
1
—
—~—

[ 0 fiir m>k
1 fiir m=k
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folglich wird die Summe in (18) zu

m\T{c+m-k)
an A=)y
Daher gilt jetzt
I'(e)

(20) f =a ——m—-Tm(hoR(l)) - ATk(hoR(I))

m)r{ctm-k)
(&) oo

k
k) T(c+m) T (1+0R(l))

Der noch verbleibende Fall PeF:' und c<{1,2,... m-1} wird analog er-
ledigt. Die Beziehung (17) geht nach (12) iiber in

k+c
Qe - o -Q ok ™\ (1Y Pletm-1) v1-1)(_gy1-k (4,
P f - ak P T l§l( l)(k) r‘(c#m) % ( 1) (1 OR(“)

m
_Qik ("‘)(l)r(c+m-l) (=aY s )
L7 anLﬂ £ 5] ey e XA (1+04(1))

Die zweite Summe in (21) verhidlt sich beim Grenziibergang z—>1,
z¢S(R) etwa wie QP! T"”(l+on(1)). Daher brauchen wir nur noch die
erste Summe zu betrachten. Diese ist aber — bis auf die obere Sum-
mationsgrenze, die k+c statt m lautet — identisch mit der entsprechen-
den Summe in (17). Formel (18) kommt deswegen mit der obereren
Summationsgrenze k+c fiir m bzw. ¢ fiir m-k zum Tragen. D.h., (19)
behdlt auch hier unverédndert Giiltigkeit. Folglich bekommen wir

= ric) —m _ Kk _ k41
(22) fk 4~ o p—, T AT OR(T )

(m ) I'(c+m-k)

x
k | T(crm) T (1+0R(1))

womit der Induktionsschritt zum Nachweis von (13) vollzogen ist. &
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Nach dieser Folge von Hilfssdtzen kommen wir nun endlich zu dem ange-
strebten Vergleichssatz.

3.4.9 SATZ
Sei [P;pn;R] ein Potenzreihenverfahren und meN. Flir v=1 bzw.
v=2 gelte PeFT(T.c) mit Relc)>0. Welter sei [Qiq_:R] ein
2welites Potenzreihenverfahren und (dﬂ) eine PE-Folge vom Grade
m mit q,=p,d,, fir alle neN.

Die beiden folgenden Behauptungen snd richtig:

(i) Die Existenz einer glatten und totalen Randabstands-
funktion h aus MR(R) mit

(») T=OR(h)

ist eine hinreichende Bedingung fir die Gultigkeit der
Inklusion [P;pn;R]C[Q;qn;R]

(i) Wenn T(2)=(1-2)Y mit einem y21, p.#0 fur alle n20 und
(#2) 3Ja>y: Rx)=0(x%) fir x—0+

dann gilt [Pip_iR1¢[Qiq :0].

Bewels: Nach Lemma 3.4.8 gibt es Konstanten Ck¢0. Os<k<m, so daB
_ Kk

(1 f, = C . T" (1+0,(1)

Ferner gilt

i

(2) =AT™ (l+on(1))

mit einer Konstanten A#0. VoraussetzungsgemiB ist weiter

P -
(3) 3 =¢cT '(1+0R(l)) , c#0

Die Behauptung (i) wird hiermit rasch verifiziert; (2) und (3) ziehen
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P(P\™
—Q-(?) = Acm(l+ok(l))
(4)
= OR(I)
und
P .
.F =c T(l"'ok(l))
(5)
= 0 (h)

nach sich. Wegen Satz 3.2.11 ist das bereits (i).

Zum Nachweis von (ii) verwenden wir die sinngemidB gleiche Argumen-
tation wie im Beweis von 3.4.4 (ii) und (iii), Wegen 3.2.8 und (1) haben
wir zunédchst

(6) ®,[s 1(z) = kZﬂ:)<:k(1-z)’f" ®{s_Tz) (1+0, (1)

Nunmehr konnen wir den auf Formel 3.4.4 (9) hinfithrenden Teil des
Beweises zu 3.4.4 (iii) wortgleich kopieren, insbesondere wéihlen wir
also ein a>y mit R(x)=0(x™) fiir x—>0+ und spezifizieren eine Folge
(sn) tiber

(7) o [s )z) = -P%z)-g P8, 2" = (1-2)% exp (i(1-2)"%), i=y/-1

mit y<bé+1<x und O<e<§+1-y. Analog zu 3.4.4 (9) erhalten wir jetzt

0[5, 1(2) = Op[sn](z)éCka(1-2)'(8"_7)k(1+on(i))
(8)

C,.D,, exp (i(1-2)"%) (1-2)*"B*1-1m (1,0 (1))

mit C_D_#0. Wie am genannten Ort folgt wieder sn—>O[P:pn;R]. aber
s, wird nicht durch [Q:q ;0] limitiert. &
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Fiir Standard-Randfunktionen hat Teil (ii) der bewiesenen Variante des
PE-Vergleichssatzes 3.2.11 eine bemerkenswerte Konsequenz:

Zundchst gewinnen wir aus 3.4.9 (##) durch Negation die notwendige Inklu-
sionsbedingung

Yo>y: Rix) #0(x™) fir x—=0+

und hieraus — dieser SchiuB ist fiir beliebig vorgegebene Randfunktionen
nicht vollziehbar —

Yo>y: x*=o(Rix)) flir x—>0+

Da R als eine Standard-Randfunktion vorausgesetzt war, gibt es ein >0 und
ein 8>0, so daB Rix) = Bx8 . Daher kdnnen wir schlieBen

Yoa>y: w>8
also y23 und somit auch x” = O(R(x)) fir x—>0+,

Standard-Randfunktionen mit einem Exponenten §x1 sind zugleich glatte und
totale holomorphe Randabstandsfunktionen. Ferner ist R(Re(1-z))=O(R(1-z))
sowie (1-2)" = O((Re(1-2))¥) fiir z—=1, ze¢S(R). Demnach folgt aus
x¥=0(R(x)) fur x—>0+ sofort

(1-2)Y = O((Re(1-2))Y)

O(R(Re(1-2)))

O(R(1-2)) fir z—>1, z¢S(R)

Diese letzte Bedingung ist aber nach 3.4.9 (i) hinreichend fiir die Inklusion
[P:p,;R1C[Q:iq ;R]. Daher haben wir fast schon gezeigt:

3.4.10 SATZ

Sei R eine Standard-Randfunktion mit Rix)=px%, B>0, §21,
[P;pn;R] und [Q;qn;ﬁ] zwel Potenzreihenverfahren sowie (d )
eine PE™ -Folge mit q,=p,d,. Ferner gebe es ein Y21 und ein

ceC, Relc)>0, so daB PeF:n((1-z)"’.c) oder Png‘((‘l-z)Y.c).

Es bestehen die Aquivalenzen
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[Pip:R1c [Qiq :R] &= [Pip_iR] c [Qiq ;0]

&= vz$

Beweis: Nach den obigen Ausfiihrungen haben wir

y23 & x'=0(Rx) =  [Pip_;R] c [Qiq;R]
und

r<8 => =([PipiR] c [Qiq:0])

Daraus folgt die Behauptung unmittelbar. &

Dieses Resultat macht klar, daB sich die Bedingungen (i) und (ii) des
Hauptsatzes 3.2.11 im allgemeinen nicht abschwiéchen lassen. Tatsdchlich ist
ja fur Standard-Randfunktionen — wie oben belegt — yz§ &quivalent mit
(1-2)¥=0(R(1-2)). In der Situation von Satz 3.4.10 ist nun

h(z) := R(1-2) = (1-2)®

eine glatte und totale holomorphe Randabstandsfunktion zu R. Andererseits
gilt

P’ .
s " (1-2) Y(c*oﬂﬂ))

Daher ist, unter den Voraussetzungen von Satz 3.4.10,

P
" Og(h)

eine notwendige und hinreichende Vergleichsbedingung im Sinne von Satz
3.2.11.

Zur Vervollstandigung der Beweise zu den Sétzen 3.4.4 und 3.4.9 und im
Hinblick auf Anwendungen dieser Aussagen geben wir abschlieBend eine
simple hinreichende Bedingung flir ch:“ bzw. st:. In Verbindung mit
Lemma 3.4.5 erdffnen sich damit vielfiltige Maglichkeiten zur Nutzung der
Ergebnisse dieses Abschnitts.
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3.4.11 LEMMA
Sei R eine Randfunktion. Fir ein §>0 sei ferner f holomorph in
S;(R) und w holomorph auf SS(R)U{1} mit w(=ceC-{0}.
Wenn es ein yveR, y21, gibt , so daf

(1) 'z = 0(@) (1-2)"Y  fur alle zeS,(R)

dann ist feF:D, falls y>1 und feF:. falls y=1, genauer, fir

alle keN gilt

(k) 4o (1), y>1
(2 = =(1-z)'*“[ 5

f(z) CN‘*ORH) . y=1

Ist speziell w eine Konstante, so kann im Fall y=1 das asympto-

tische Glied entfallen.

Beweis: Sei
(3) glz) = wiz) (1-2)7Y
Wir gehen induktiv vor. Als erstes haben wir

f(k*l) o, (f-)(k)

(fg)(k)

k
k
S (“ )f(x-v) i)

u=0

(4)

Weiter gilt fiir alle meN

(m) {-z)Y{m+1) — e (m)
A = — [ 7]

g w

LA () e

© v=0
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y(y+1) =+ (y+v-1) o(m=v)

(1-2)¥*"

(1_z)ym-v

vw=0 L Wm"
mithin
S, Rime (v-1)
(6) _Sm = ¥ BT (1) YTV (140(2)
4

wobei r(z)=0 fiir w=c und r(z)=oR(l) sonst,

Im Sinne dieser Ableitung schreiben wir (4) neu:

k -V
mk”————f(kd) =@ Z (k) Wk it w’ i
f8k+l = oWV fgk—v g\)*I
(7) <
(k) k f(k—\l)
= wwt +Z (“) wk"’—kT Y™ (1-2) DY (14p(2))
g vl fg

Diese Form erlaubt nun die Anwendung eines Induktionsarguments.
Wir behandeln zuerst den Fall y>1. Die Behauptung ist fiir k=1 offen-
sichtlich zutreffend. Sel also (2) richtig fiir 1sksm. Sodann verschwin-
det der hinter dem Summensymbol stehende Ausdruck etwa wie oR(I)

(Man beachte y>1 und (3)). Als einzig

signifikanter Term verbleibt

daher nur der erste Summand. Der Induktionsschritt folgt nun sehr

einfach
(]-z)"((k"‘) f(k"") _ wk“ f(k*-l)
(k)
= ww¥ i m *oR(I)
(8) f(k)
= w(1-z)vk +op (1)
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mckoon(l)

k+1
C +0R(l)

Fiir v=1 schlieBen wir analog: Sei zundchst w nicht-konstant. Konkret
wird dann (7) zu

(k1) = [k
mk-oj f k+1 3 & Z (“) [c¢(k-\a) +0R(1)]“|

+
fg v=0

o k! i clc+l) -+ (ctk-v-1)

= (1)
=T (k) *ogt
(9)
k
c+v-1

=wk'§( 3 ) +oR(l)

ct+k
= k! ( K ) +on(ll

Folglich ist (2) auch Im Falle y=1 evident.

Zum Nachweis des Zusatzes miissen wir nur bedenken, daB fiir wsc das
Restglied r(z) in (7) identisch verschwindet und daher auch in (9) keine
Landau'schen Symbole mehr auftreten. &

3.5 Taubersitze

Die im vorangehenden Abschnitt entwickelten Aussagen (s. Lemmata 3.4.3
und 3.4.8) uber das Verhalten der Funktionen f, Im Sinne von Transforma-
tion 3.2.8 (2), nutzen wir im folgenden als wichtige Hilfsmittel zum Beweis
einiger relativ allgemein gehaltener Taubersédtze. Konkrete Anwendungen
dieser Sdtze besprechen wir in in den Abschnitten 4.1 und 4.2 ,
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Zur Verifikation verweisen wir auf FiscHeR [16] (s. Satz 2.4.7, S. 56).
Die dort gegebene Argumentation kann — mit den notwendigen Anderungen —
iibernommen werden.

3.5.5 SATZ
Seien [P;pn;R] und [Q;qn:R] zwel Potenzreihenverfahren mit
einer Stolz'schen Randfunktion R, Es existiere eine PE-Folge
(d,) vom Grade m mit q_=p_d_.

Weiter mége gelten PcF:"(1-z.c) oder P:F;'( 1-z,¢).

Eine [Pip_i01-limitierbare Folge (s ) ist dann, unter der Vor-
aussetzung

(%) 3e>0: (1—z)m"o,§m’[sn]<z> = 01,

auch [Q q, iR1-1imitierbar.

Beweis: Ein >0 sei fixiert. Offensichtlich haben wir
_,ym-8/2 & (m) =
(1) (1-z) OP [sn](z) = op(l)

d.h., die Bedingung 3.5.3 (%) ist fiir y=1 erfiillt. Weiter ergibt sich mit
Hilfe von Lemma 2.2.8 (iii)

(2) QP[sn](z) = Op)

Mit dem Hinweis auf Satz 3.5.4 wird nun die Folgerung “(sn) ist
[P;pn;R]~ limitierbar" belegt. Daher folgt die Behauptung unter Bertick-
sichtigung von Satz 3.5.3. &

Auch die Variante 3.5.5 des Taubersatzes 3.5.4 erscheint kaum mit ab-
geschwiachten Voraussetzungen beweisbar. Setzen wir z.B. in 3.5.5 (#) =0
und o, (1) fir O,(1), dann bringt die bisher nicht bendtigte Teilaussage (1i)
von Lemma 2.2.8 lediglich @ [s 1(z) = ogllog|1-z|). Das ist aber im
allgemeinen zu wenig, um den in 3.5.5 formulierten SchluB durchfithren zu
konnen.
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4. Anwendungen

Abel-VYVerfahren

Die von BORWEIN [7] eingefiihrte Verallgemelnerung A des klassischen
Abel-Verfahrens A"A ist vermutlich die melstdiskutlerte Klasse spezieller
Potonzrolhenvorfnhron Dies wird nicht zuletzt durch den einfachen Aufbau
begriindet. In der Tat lassen sich hier einige Aussagen aus der allgemeinen
Theorie in pridgnante Sitze fassen.

4.11

BEMERKUNG

Das Permanenzproblem beziiglich nichtverschwindender Randfunktio-
nen hat zuerst Stolz behandelt (s. Knopp [25], S. 419 ff), Er
betrachtet allerdings nur A, Aus neuerer Zeit liegt hierzu ein Er-
gebnis von SripHAR [30], dor die Permanenz der A fur Stolz'sche
Winkel nachweist, vor.

Mit den uns zu Gebote stehenden Mitteln kdnnen wir eine Permanenz-
aussage wie folgt formulieren:

Ein Abel-Verfahren A (R) ist permanent genau dann,
wenn R(x)=0(x) fiir Xx—> 0+,

Zur Verifikation geniigt der Hinweis auf Lemma 3.1.4. Die Notwendig-
keit der angegebenen Permanenzbedingung geht — fiir A, — auf
HoLzer [21] zuriick.

Im Zusammenhang mit den in Abschnitt 3.4 formulierten Begriffsbildungen
entpuppen sich Abel-Verfahren als spezielle Verfahren aus der Klasse F2 :
genauer, es gilt At F:(l—z.wl) . Dies zeigt man sehr einfach mit Hilfe von
Lemma 3.4.11. Fir geeignete Paare von Abel-Verfahren |48t sich daher
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Vergleichssatz 3.4.9 anwenden. Wir kommen darauf beim Beweis von Satz
4.1.3 zuriick.

Als erstes erweitern wir den von BORWEIN stammenden Hauptsatz fiir
den Vergleich von Abel-Verfahren.

4.1.2 SATZ (Fir R=0 vgl. BorweIN [7], Theorem 2, S. 319)

Seien a>B>-1 und R eine Randfunktion mit R(x)=0(x) fir x—>0+.
Dann gilt
A_(R) c Aa(R)

n n : n n .

P(z)=(1-2)"*"! and Q(z)=(1-z) B!

sowie

Die Voraussetzungen von Lemma 3.1.5 sind erfiillt, daher dtirfen wir
auf Q(|z|) = O(|Q(z)|) fiir z—=1, z¢S(R), schlieBen. Des weiteren erhalten
wir mit

I'oct1) 8 «-B-1
dy(t) 1= —————— - d
X T Tep ¢ Y .
sofort
1
9, =P, f t™ dy(t), nz0.
o

Ferner gilt x(t) >0 fitr t<[0,1], aufgrund von Lemma 3.1.3 bekommen
wir also

1

J 1Q)| ldx®)| = 0(1Q(2)1) fiir z—>1, zeSR)
0

Den Bedingungen von Satz 3.1.2 ist demnach Geniige getan. Es folgt
daher
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A _(R)=[P;p_;R] c [Qiq_:R]= A,(R) &

Fiir R=0 konnte BORWEIN zeigen, daB die bewiesene Inklusion echt ist,
also A_ S AB fir a>B>-1 (s. [7], Theorem 3, S. 319). Diese Aussage gilt
jedoch im allgemeinen Fall nicht mehr (s. hierzu die Sétze 4.1.4 und 4.1.5).

Als Konkretisierung von Satz 3.2.8 verifizieren wir nun eine interessante
Beziehung zwischen ® und ® ., die frilher schon von MisHrRA (s. [26],
Formel (1.2)) bemerkt wurde. Im Kontext der Ausfiihrungen von Abschnitt
3.2 stellt sich die in Rede stehende Relation indes lediglich als Spezialfall
von 3.2.8 (2) in Verbindung mit 3.2.7 (4) dar. Dies wird auch durch den
gegebenen Beweis deutlich gemacht.

Zur Notation sei folgendes vermerkt: Anstelle von OP bzw. @

[P:p_:R]
schreiben wir fiir [P;pn iR] = A_(R) im weiteren stets kiirzer Q.. 4

Dies kann nicht zu MiBversténdnissen fiihren, weil es sich bei den Abel-
Verfahren um normierte Potenzreihenverfahren handelt. Welche Randfunk-
tion gemeint ist, geht dabei stets aus dem Zusammenhang hervor.

4.1.3 LEMMA
Sei w>-1, (sn) irgendeine Folge und

— [Nt
- _a\a+1 n
®_[s X2 := (1-2) %( A )snz

®_ sel holomorph in einem Gebiet D 2[0,1[.

Es gilt
_ z(1-z) ..
(%) Q“H[sn](z) a7 e [sn](z) + Oa[sn](z)

fiir alle zeD.

Bewels: Wir haben ("’“*' ) _ _n+at (nm)

n o+l
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Daher konnen wir Lemma 3.2.7 anwenden und finden (mit der dort
verwendeten Notation)

— l—z =
fl(z) o sowie fo(z) 1

Die Details bleiben dem Leser iiberlassen.
Mit Blick auf Satz 3.2.8 ist demnach alles gezeigt. &

Natiirlich kann die Beziehung 4.1.3 (#) auch auf direktem Wege bewiesen
werden. Die entsprechende Rechnung ist zwar elementar aber doch relativ
langwierig. Nebenbei bemerkt, der beschriebene formelméBige Zusammen-

hang zwischen 0« und 00”1 war Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit.

Basierend auf 4.1.3 (%) lieBe sich nun mit Hiife von Satz 2.2.6 sehr ein-
fach eine eingeschrinkte Umkehrung der Vergleichsaussage 4.1.2 verifizie-
ren. Nachdem wir nun aber die anwendungstrichtigen Sitze 3.2.11 und
3.4.9/10 zur Verfiigung haben, kénnen wir einen eleganteren Beweis flhren:

Sel x>-1 und R eine Stolz'sche Randfunktion. Wir setzen [P;pﬂ;R]==
Au(R) und [Q;qn;R]wAuq(R). Bereits eingangs dieses Abschnitts haben
wir PePzw(l—z.wrl) bemerkt. Weiter gilt

- (n’raﬂ): n+o+1 (n+a)
9a n x+1 n

also ist (qu p;l) eine PE-Folge vom Grade 1.

Nach Voraussetzung existiert ein B<R, B>0, mit R(x)=fx. Aufgrund von
Satz 2.2.5 und Definition 2.1.1 ist h(z):=1-z eine geeignete Randab-
standsfunktion zu R im Sinne von Satz 3.4.9 (1). Daher bekommen wir
[P;R] € [Q;R]. Andererseits schlieBt man fiir beliebige Randfunk-
tionen R aus letzterem und 3.4.9 (ii): Es gibt kein o0>1 mit Ri(x)=0(x°)
fitr x—>0+. d.h., fiir alle 0>1 gilt R(x)# O(x®). Dies trifft insbesondere
dann zu, wenn x°=o(R(x)) fiir alle o>1.

Daher haben wir gezeigt:

Hieronymus Fischer

115



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

- 116 -

41,4 SATZ
Sei R eine Randfunktion und w«>-1.

Es gilt A_(R) c AQH(R) dann, wenn
(=) Rix)=Bx mit BeR, B>0

und héchstens dann, wenn

(o#) Yo>1: x°=0o(Rix)) fir x—0+

Wie man sich sofort klar macht, fallen die Bedingungen (*) und (##) fiir
Standard-Randfunktionen mit R(x)=0(x) fiir x—> 0+ zusammen. Dies l&Bt
sich auch direkt aus Satz 3.4.10 herleiten.

Die Vergleichssitze 4.1.2 und 4.1.4 zlehen elne "schéne” Aquivalenzaus-
sage fir Abel-Verfahren nach sich. An dieser Stelle tritt die Eleganz des in
Definition 1.2.4 gefaBten Limitierungsbegriffs offen zutage. Bei bloBer
Betrachtung des zundchst nahellegenden Grenziibergangs z—>1, z¢S(R),
wiirden wir Satz 4.1.5 nicht in dieser Weise formulieren konnen; lediglich
eine Art Beinahe-Aquivalenz wiirde beweisbar sein. Indes, es sei betont, der
Gewinn liegt nicht in der Qualitit der Aussage an sich, sondern in deren
Asthetik.

4.1.5 SATZ
Fir alle x>-1 und alle Stolz'schen Randfunktionen R gilt

A (R) ~ A(R)

Beweis:') Stolz'sche Randfunktionen sind von der Form R(X) =g8x mit
einem f¢R, B>0. Daher kdonnen wir die Siatze 4.1.2 und 4.1.4 anwenden.

Wir haben AaDA[u]n und A[«JqDAw
nach Satz 4.1.4. Folglich

4 aufgrund von Satz 4.1.2,

sowie A C A
o 2 |

CA TR

Aredet Aridsn

bzw.

Ay % Mg

1 Din Schrelbweise T 3 Ist Im folgenden als Gaul'sche Klammer zuw deuten.
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Abermalige Anwendung von Satz 4.1.2 bringt uns A[m]qCAo . Weiter
belegt Satz 4.1.4 die Inklusionskette Ao C A‘ Ce g A[aj C A[u]q. also
AOCA[“]H. Demnach haben wir auch

A[a]-l ® AO &
In abgeschwéchter Form hat der Autor diesen Satz bereits frither be-

wiesen (s. [16], Satz A.2, S. 128 ff).

Zum AbschluB geben wir noch eine Anwendung des Taubersatzes 3.5.3 .

4.1.6 SATZ
Sei R eine Randfunktion mit R(x)=0(x) fir x—>0+, ferner

x,p e R, ,p >-1, melN und Bsu+m.
Unter der Bedingung
M &(m) a
(%) (1-2) Ga [sn](z) = op (1)
folgt aus s —>s(A_(R)) auch sn—>s(As(R)).

Bewels: Wir setzen [P;p_;R]:=A_(R) und [Qiq_:R]:=A_, (R). Nun ist ja
PcF;(l-z,oul) sowie

0 = ("2 ) (V)

a! (n+aem)!
(x+m)! (n+ex)!

(o:_x!n)' ‘(n+a+l)(n+a+2) <« (n+a+m)

Also ist qn;:v;1 ein Polynom in n vom Grade m. Wegen Satz 3.5.3 folgt

daher aus s —s (Au(R)) unmittelbar s —>s8 (Au‘m(R)).

Der Rest der Aussage wird durch 4.1.2 belegt. &
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Taubersétze fiir Abel-Verfahren Au=Au(0) wurden von BORWEIN und

WaTson (s. [10], S. 2, Theorem 1) ausfilhriich diskutiert, Sie behandeln
jedoch eine von 4.1.6 (%) génzlich verschiedene Tauber-Bedingung und
beziehen sich lediglich auf verschwindene Randfunktionen. Desgleichen
RasacorPaL [29] und JEYARAJAN [23]/[24], die nur an Tauber-Bedin-
gungen beziiglich anderer Verfahren interessiert sind.

Im speziellen Fall m=1 |&8t sich der letzte Satz noch in einer schiérferen
Form aussprechen. Tatséchlich entnehmen wir dem formelméBigen Zusam-
menhang 4.1.3 (#) unmitteibar

4.1.7 SATZ
Sei R eine Randfunktion mit Rix)=0(x) fir x—>0+ und o>-1.
Eine A _(R)-limitierbare Folge (s ) ist genau dann A q(R)=11-
mitierbar, wenn

() (1-z) 0"1[5'1](2) = 01

Beweis: Kiar! &

Als Folgesatz erhalten wir die Erweiterung eines Theorems von KUTTNER
auf komplexwertige Limitierung (s. [26], Theorem A, S. 219).

4.1.8 KOROLLAR
Es gilt

Aa(R)-llm s, =s = AQM(R)-IIm 8. =8

genau dann, wenn Aa(R) =lim nAs_= o.”

Beweis: Die libertragung der in [26] gegebenen Argumentation bereitet
keinerlei Schwierigkeiten. Ausgangspunkt ist Lemma 4.1.3. Nach eini-
gen elementaren Umformungen findet man

s +o+1
(1-z) @ [s_Iz) = (o+1) (1-2)%*1 z (n : )(an-sn)zn
n=0

1 Mt An. meinen wir die Differeaz =_-3_ ..
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P o] b [

(1-z)** i (nm)nAsnz“"

n=0 L

1
T @u[ nAsn](z)

Nun geniigt der Hinweis auf 4.1.7 (%), um alles zu zeigen. &

£.2 Logarithmisehe VYerfahren

Neben den Abel-Verfahren ist auch das logarithmische Verfahren L von
groBerem Interesse. In gewisser Weise kann man dieses Verfahren als
Grenzfall der Abel-Verfahren A fur «=-1 auffassen (s. [6], (Abschnitt) 5,
S. 347 f). Dennoch verhilt es sich in mancherlei Beziehung génzlich anders
als jene. Vom Standpunkt der allgemeinen Theorie aus gesehen sind die
Unterschiede vor allem dadurch begriindet, daB gilt Le F;D und A_ ¢ F: aber
L/ F:’ und A_¢F,” (s. hierzu die folgende Bemerkung 4.2.2).

Einige der Haupteigenschaften des logarithmischen Verfahrens wurden
bereits von BORWEIN [9] betrachtet. IsHiGuro [22] vergleicht L mit einem
verwandten zeilenfiniten Matrixverfahren. Aussagen im Zusammenhang mit
nicht-entarteten Randfunktionen sind indessen nicht belegt.

4.2.1 DEFINITION
Sei R eine Randfunktion. Fir weR, -a¢N definieren wir

1
Pn = n+ot+l

n

P(2) = =271 |og (1-2)

und bezeichnen [P;pn;R] kurz als logarithmisches Verfahren
L (R).
o
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Als Definitionsgeblet des Logarithmus log(1-z) legen wir hierbel
stets die l4dngs [1,o[ geschlitzte, unendliche komplexe Ebene
zugrunde.

Nach dieser Vereinbarung ist ein Potenzreihenverfahren Lu fir «#0 sicher
nicht normiert. Fiir =0 und R=0 haben wir das bekannte — normierte —
logarithmische Verfahren L=L°(0).

4.2.2 BEMERKUNG
Wie man leicht zeigt ist Lm 3 F:’. Zum Nachweis berechnen wir die

Ableitungen von P im Sinne der letzten Definition:

PM(z) = 2, (:)(z"><*’(-uog(1—z>)<"""

k=0

n-1

= Z (:)(2-1)(k)[('_z)-1]("‘k‘1) +(z—1)(n)(_'og (1_2))
k=0

n-1 _ayk — s
i (")( Dkt (nk=1) __ya,, log (1-2)

o k zkﬂ“_z)n—k g+l
(n=1)!

= e— (1+0_ (1)

= (1-2)" ( 0g(1)

Folglich erhalten wir fiir nxz1

P(n)(l) 5 -n -1
S = 0 (gt ) (aenta,m)

also P« F;o (1-2, ~(log (1-2))™" A=D1, ):

Infolgedessen konnen wir prinzipiell sowohl auf Vergleichssatz 3.4.4
als auch auf Tauber-Satz 3.5.2 zuriickgreifen.

Wegen h=0R(1-z) fir jJede Randabstandsfunktion h einer Randfunk-
tion R, ist die Bedingung 3.4.4 (=) allerdings nicht erfiillbar, denn
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dies erfordert (1-z)™ = OR( h™ (log (1-2))_1), also 1-z = °R(h)'
Damit haben wir elnen Widerspruch.

Als erstes werden wir nun zeigen, fiir welche Randfunktionen R ein log-
arithmisches Verfahren L (R) permanent ist. Wie wir spiter sehen werden,
giit diese Permanenzaussage dann fir alle L x>=1. In der Literatur wird
dieses Problem nicht diskutiert.

Zum Beweis bendtigen wir einen Hilfssatz vom Typ 3.1.4 .

4.2.3 LEMMA
Seien R und Ro zwej Randfunktionen. Es gelte Ro(x)==«/2x .Die
Bedingung Rﬁ.Ro ist notwendig und hinreichend fiir

(1 tog (1-lzl) _ 4 (g
log (1-2) R

Beweis: Wir zeigen zuerst den hinreichenden Teil der Behauptung fiir
R=R, . Mit i=/-1 sei x+iy=1-z sowie y=tR(x)=t72x , O<t<l, t zu-
nichst fest. Es folgt

2
1-(1- )‘|/1+ =
o (1-x)?

1-(1-x) 11+ 22x(1+0(D)

1-|z|

1-(1-x) (l +t2x + o(x))

x (1-t%) (1+0(1)

fiir x—>0+, mithin
(2) log (1-|z|) = logx +log (1-t2) + ol1)

Somit haben wir
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1-z| = ‘I/ X+ 2t%x

ty2x (1+o(1))

also

(3) logl1-z| = —lz—logx +log t,/_z_ +o(1)
Aus (2) und (3) folgern wir

log (1-1z])

@ log |1-z|

= 2+o0(1) flir x—>0+

Wir wihlen nun ein §>0. Offensichtlich existiert eine Konstante K=1
die fiir alle x>1-3 (mit Sicherheit also zess(R)) den Ausdruck (4) nach
oben hin begrenzt. Wegen y=tR (x) gibt es zu jedem (¢S, (R) eln re[-1,1]
und ein z:SB(R). so daB 1-C=x+itry. Wir bekommen demnach |{|<|z| und
[1-Cls|1-z|. Weiter kdnnen wir schlieBen [log (1-]C|)|<|log (1-]zl)| sowie
[log [1-C||2|log |1-z||. Folglich werden wir auf

[log (1-|TI)| _ llog (1-1zl)]

5
) lTog 1-CIl ~ Tlog I1-zl|

Wenn wir nun noch |[log (1-T)| 2 |log [1-{|| beriicksichtigen, so ergibt
sich aus (5), nach Umbenennung von { in z

log (1-1z])

% “log(l-z)

<K

fiir alle zesa(tR). Insbesondere ist (6) fiir alle zeS,(t'R) richtig, wenn
nur 0<t'st. Insofern haben wir auch den oben ausgeschlossenen Fall
t=0 behandelt.

Da wir t beliebig nahe an 1 wihlen konnen ist (1) fiir R= R evident. Die
Giiltigkeit von (1) fiir Ri.R ist nunmehr eine Folge von Lemma 2.1.10.

Zum Nachweis der Notwendigkeit nehmen wir an R £ R, (s. Bemerkung
2.1.9). Dann gibt es ein t<1 und fiir alle t°<1 und >0 ein x<§, x>0, so

Hieronymus Fischer

122



EINE THEORIE KOMPLEXWERTIGER ABELSCHER LIMITIERUNGSMETHODEN

- 123 -

daB tR(x)>t R (x). Wir setzen y:=R(x) und wihlen speziell ein ty>t.
Es folgt

2
)
—vy| > 2x
(%

> 2x(l-—’2‘—)

n

1-(1-x)?

Mit z := I-x+itt;’y gilt also |z|>1, daher enthilt Sa(tt:,1 R) fiir jedes
8>0 einen Punkt z auBerhalb des Einheitskreises. Hieraus folgt sofort

V8>0: 3z ¢S, (tt ' R): |z, |=1

Nun ist aber log (1-]z|) in jeder Umgebung eines solchen Punktes z,
unbeschrénkt. Ferner haben wir flir alle fraglichen Punkte |log (l-zo)l
<w, Demzufolge ist die linke Seite von (1) fiir z— Z, nicht beschriankt,

d.h. aber, (1) ist mit Sicherheit nicht richtig. Damit sind wir fertig. &

4.2.4 SATZ
Das logarithmische Verfahren L=L(R) ist permanent genau
dann, wenn R % Ro (mit Ro(x)== 2x ).

Beweis: Wir haben L(R) = [P;p“;R] mit P(z) = -z log (1-z). Notwendig
und hinreichend fiir die Permanenz von L(R) sind die beiden Bedin-
gungen

1

1 -
(P1) P(2) oR(l)
P(lz|) _
(P2) Plz) OR“)

Nach Definition von P und Lemma 4.2.3 ist (P2) dquivalent mit R < R,
Da (P1) trivialerweise flir alle interessierenden Randfunktionen zutrifft,
sind wir bereits am Ende. &
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BEMERKUNG

Im letzten Satz kann die Randfunktion Ro natiirlich durch jede zu ihr
iqulvalonte"Randfunkﬁon ersetzt werden. In diesem Sinne betrach-
ten wir die Randfunktion

R, (0 1= V 1-(1-x)2

Nach unserer Definition des Grenziibergangs wird sofort klar, daB
z2—>1, zeS(R‘) nichts anderes bedeutet als z—=>1, z¢E (offene Ein-
heitskreisscheibe).

Wie man leicht nachpriift, gilt wegen R, (x) = {EW -X/2 die Aqui-
valenz R ~ R, (vgl. Definition 2.1.8). Dies fiihrt uns zu einer geo-
metrischen Sicht der Aussage von Satz 4.2.4. Um das wesentliche
noch deutlicher hervorzuheben, verzichten wir auf limitierungstheo~
retische Termini und formulieren folgendermaBen:

Die Folge (s ) konvergiere gegen ein scC.
Der Ausdruck

-1 e s,2z"

log (1-2z) j=p N*1

(%)

konvergiert fiir z—>1 gegen s, wenn z innerhalb eines durch
x2+y2/b% =1, || <1, x>x, (0<x <1 fest) bestimmten Ellipsen-
segments gegen 1 strebt. Andernfalls konvergiert (*) im alige-
meinen nicht

In der Tat ist diese Deutung eine direkte Konsequenz aus obiger
Bemerkung und unserer Definition des Grenziibergangs. Fir alle
te]0,1[ Ist n&mlich der Graph von tR, wegen

ta[R‘(x)]z*(l-x)z = 1

ein Ellipsenbogen und demnach Ss(tﬂi) fur alle §>0 ein Ellipsenseg-
ment mit Scheitel in z=1.

Wenn wir uns bei der vorgestellten SchiuBweise auf Ro anstelle von
R‘ beziehen, so werden wir vdllig analog auf eine "Parabelsegment-
bedingung” geflihrt. Der relevante Teilsatz lautet dann:

f ZTur Definition vgl. 2.1.8 .
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wenn z innerhalb eines durch y2 = 2b(1-x), |b|<1, X>X
bestimmten Parabelsegments gegen 1 strebt.

Wir untersuchen jetzt die Beziehung zwischen den logarithmischen- und
den Abel-Verfahren.

426 SATZ
Sei a>-1 und R eine Randfunktion mit R LR, x):= y2x . Es gilt

La(R) DAu(R)

Bewels: Mit dy(t):=(1-t)*dt bekommen wir fiir alle n20

(n;u) j'tn dy(t) (n;a) (m:-i )-1(u+1)'1
0

(n+a+1)?

1
Wenn wir weiter [P;pn]==Au und [Q;qn]x=l.‘x sowie un=oft° dy(t)

setzen, so haben wir offensichlich P, = 1,4, Aufgrund von Lemma
4.2.3 gilt -log(1-|z]) = O(|log (1-2)|), also Q(|zl) = O(IQ(z)|) ftir z—>1,
zeS(R). Des weiteren bemerken wir dy(t)20 fiir O<t<1, Daher konnen wir
Lemma 3.1.3 auf P und Q anwenden und erhalten

Iﬂa—— dt j'IP(tz)I ldy(t)]
[1-tz|**1 o

o(IQ(z)|
O(llog (1-2))

fiir z—>1, z¢S(R). Mit Satz 3.1.2 folgt hieraus sofort die Behauptung. &

Fiir R=0 bekam BORWEIN (s. [6], S. 347 f) das etwas stirkere Resultat
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LO(R) > A“(R) fiir alle >~1. Dle Erwelterung dieser Aussage auf nicht-ver-
schwindende Randfunktionen erschlieBen wir uns mit Hilfe eines Aquivalenz-
satzes fiir die Verfahren Lu. Vorbereitend beweisen wir ein Lemma.

4.2.7 LEMMA
Seien o,B>-1 und R eine Randfunktion S.Ro(x)==~/2x . Es gilt

s, s (L M) = 2 —o0 (L)

Bewels: BorweinN (s. [9], Lemma 1, S. 213) hat einen entsprechenden
Hilfssatz fiir Randfunktionen R=0 und das Verfahren L= L bewiesen.
Die libertragung seiner Beweismethode zur Verifikation unserer Be-
hauptung geht ohne Schwierigkeiten vonstatten. Zur Motivierung der
an die Randfunktion R gestellten Bedingung ist indessen noch einiges
zu bemerken. Nach Bemerkung 4.2.5 ist die dort definierte Randfunk-
tion R dquivalent zu R, . Andererseits besagt der Grenziibergang z—>1,
ZGS(R') ja nichts anderes als z—>1, z¢E. Nun ist aber |z|<] eine natiir-
liche Voraussetzung an die Anwendbarkeit des BorwEIN'schen Beweis-
gedankens, das Auftreten einer Zusatzbedingung an R ist damit hin-
reichend begriindet. Die Details zur Durchfithrung des Beweises bleiben
dem Leser iiberlassen.

Mit Blick auf Satz 3.1.6 erdffnet sich eine zweite Beweismethode. Man

setzt [P;pn;R]==Lu(R) und welst nach, daB die Bedingungen 3.1.6 (1)

und (ii) erfiillt sind. Besondere Probleme treten auch bei diesem Ver-
fahren nicht auf. &

Wir wenden uns jetzt dem angesprochenen Aquivalenzsatz zu.

4.2.8 SATZ
Fiir alle Randfunktionen R £y 2x und a>-1 gilt L“(R)%LO(R).

Bewels: Sei (sn ) eine L_ (R)-limitierbare Folge mit Grenzwert s. Die
Potenzreihen

n+1

o 5 T
Agl2) -ngc B P
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sind dann in einer Umgebung des Nullpunktes sidmtlich holomorph.
Daher diirfen wir die Differenz

= N
- - n
Aol®) -2 () = a ,;, g TR

bilden. Unter Hinweis auf Lemma 4.2.7 konnen wir aus Lu(R) lims_=s
auf L (R) lims (n+l) "1 = 0 schlieBen. Demnach gilt auch

- — 8, 2"
log (1-2) j=p (n+1) (n+x+1)

—> 0 fiir z—>1, z<S(R)

also L (R)-lim s_=s. Die umgekehrte Inklusion beweist man v&llig
analog. &

Als Folgesatz bekommen wir nun eine echte Erweiterung der Ergebnisse
BoRWEIN's (vgl. [6], S. 347 f).

4.2.9 KOROLLAR
Fir alle o>-1, R R (x) :=4 2x , gilt LO(R)DA“(R).

Beweis: Nach den S#tzen 4.2.6 und 4.2.8 haben wir LO(R)%LR(R)DAG(R).

&

Eine weitere Konsequenz des Aquivalenzsatzes ist die folgende Aussage
zur Translativitdt der logarithmischen Verfahren. Fiir verschwindende Rand-
funktionen geht dieser Satz auf BorweIn [9] zuriick.

4.2.10 SATZ (Fur R=0 vgl. BoRweIN [9], Theorem 1, S. 213)

Die logarithmischen Verfahren L (R) R < y2x a>-1, sind
transiativ.

Bewels: Die Beweismethode BORWEIN's (Das hieBe in unserem Falle,
Lemma 4.2.7 anwenden) lieBe sich auch hier problemlos iibertragen.
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Wir wollen jedoch aus der Aquivalenz Laz Lo Nutzen ziehen und wen-
den deshalb das zitierte Verfahren nur indirekt an.
Set also (s ) L (R)-limitierbar zum Wert s. Mit s_ =0 folgt

@
@ — S Sne1omer o Sa__ ,ne
log (1-z) o= 0+l log(1-z) o=o n+1+1

Nach Satz 4.2.8 ist L, (R)- llms =s, wegen (1) also auch L, (R)-lim s
=5, Weiterhin haben wir

n-1

; _LL n“' - _—‘1__ i _BL zn¢]
log (1-z) s n*2 z log(1-z) ;=7 n+l
- el
"z log(1-z) { Z+nz.(:, n+i ]

und demnach Ly (R)-lim s
gezeigt. &

y = 8. Vermdge Satz 4.2.8 haben wir alles

n+

Wir kommen nun wieder auf die Eigenschaft L(R)cF zuriick und geben
eine Anwendung von Satz 3.4.4 .

4.2.11 SATZ

Sei R eine Randfunktion mit R(x)=0(x) fir x—>0+.
Es gibt eine L(R)-limitierbare Folge, die fir kein w20 A LR)-
limitierbar ist, d.h., es gilt L(R)ZA (R)

Beweis: Sei [P;p 1=L und [Q; q, ]"A Wir haben p_ =(n+1)"! und q =1
fiir alle n=0. Daher ist die Qnotlentenfolge (q /p ) eine PE-Folge vom

Grade 1, Nach Bemerkung 4.2.2 ist L ¢ F T, 8, (l)) mit T(z)=1-z und
S(z) = -1/log (1-z). Daher sind die Voraussetzungen zur Anwendung von
Satz 3.4.4 gegeben. Die Aussage (il) jenes Satzes liefert uns [P]1¢ [Q].
Wegen AO(R)DA“(R) aufgrund von Satz 4.1.2 sind wir fertig. &

Beziiglich Stolz'scher Randfunktionen gestattet Satz 4.1.5 eine triviale
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Verallgemelinerung. Dann gilt némlich wegen AO(R)m A“(R) fr alle o>-1
auch L(R) & A_(R) fir alle o>-1. In der Literatur ist eine Satz 4.2.11
vergleichbare Aussage lediglich fiir Randfunktionen R=0 belegt (vgl. [9],
Theorem 3, S, 215].

Bevor wir nun zu einer Konkretisierung des Taubersatzes 3.5.2 kommen,
notieren wir noch eine interessante Beziehung zwischen Lo und Ao :

4.2.12 LEMMA

Sel «>-1, R elne Randfunktion und (s ) irgendeine Lo(R)-1limi-
tierbare Folge. Mit

-1 3 Sn n+1
A (z) :=
[sn] * |°9(1'Z) n=0 n*‘l
gilt
(#) o,[s_1z) =-(1-2) 10g(1-2) A'ls_1z) +Als_1(2)

Der Nachweis wird durch einfaches Ausrechnen erbracht. Die in Rede
stehende Relation ist vom gleichen Typ wie 4.1.3 (*). Wie dort realisiert,
lieBe sich auch 4.2.12 (#) mit den Methoden von Abschnitt 3.2 ganz syste-
matisch ableiten. Das selbe trifft auf eine Fiille weiterer Beziehungen hohe-
rer Ordnung, z.B. zwischen Als ] und ® [s 1, «eN, zu. Indes, fir theore-
tische Untersuchungen sind diese Relationen von untergeordneter Bedeutung.
In den meisten Fillen geniigt bereits die Kenntnis der exakten GréBenord-
nung der relevanten Faktoren f, im Sinne von 3.2.8 (2). Diese Thematik
haben wir in Abschnitt 3.4 ausfilhrlich diskutiert.

Folgerichtig greifen wir zum Beweis des nachstehenden Taubersatzes
nicht auf Lemma 4.2.12 zurlick, sondern beziehen uns — indirekt — auf
Lemma 3.4.2 . In einer sich anschlieBenden, spezielleren Anwendung kom-
men wir dann noch einmal auf 4.2.12 (#) zu sprechen.

Nach Bemerkung 4.2.2 ist das logarithmische Verfahren L, aus der Fami-
lie F:- genauer, L« F:("z' -(log (1-2))™" ,((k-‘l)!)hi). Die Vorausset-

zungen von Satz 3.5.2 sind fiir [P;p";R]==L°(R) und [Q;q";R]==Am(R). melN,
erfiillt. Es gilt ja
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q.p, " = (n+1) ( n;m)

(m)™Y (n+1) - (n+m)(n+m=1) -+« (n+1)

d.h., (q_/p_) Ist eine PE-Folge vom Grade m+1.
Demnach haben wir bewiesen

4.213 SATZ

Sei R eine Randfunktion mit R{x) = O(x) fir x—>0+ und meNN.
Eine L(R)-limitierbare Folge (sn) Ist dann, vorausgesetzt es
gilt

(%) (1-2)"*" 1og (1-2) AA™* Vs J(z) =0, (1),

auch Am(R)—letierbar.

Mit Blick auf Lemma 4.2.12 konnen wir diesen Taubersatz fiir m=0 in
einer scharferen Form aussprechen.

4.2.14 SATZ

Sel R eine Randfunktion mit R(x)=0(x) fur x—>0+. Eine L(R)-
limitierbare Folge (s ) ist genau dann A (R)-limitierbar, wenn

(%) (1-2) log (1-2) Als 1@ =o ()

BORWEIN und WATsON (s. [11], Theorem 1, S. 12 ff ) haben einen allge-
meinen Taubersatz zwischen L(R) und A (R) fiir «>-1 und R=0 bewiesen.
Die verwendete Tauber-Bedingung ist indessen mit 4.2.13/14 (*) nur inso-
fern vergleichbar, als daB sie in beiden Fidllen eher “"funktionalen” Charakter
hat.
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Die Beziehung zwischen Gronwall- und
Abel-VYerfahren.

Wir geben eine kurze Definition der Gronwall-Limitierbarkeit. Synonym
sprechen wir auch von (f,g)-Limitierung.

4.3.1

BEMERKUNG

Sei f eine auf E-{1} biholomorphe Funktion mit f(0)=0, f(1)=1 und
f(E) CE die ferner der Bedingung

1=fiw)

(%) Izt ¥iw) = —————
(1_w)1/)\

ist stetig in 1 und ¥(1)>0
genligt. Weiter sei g eine zweite Funktion mit glw) = yiw) (1-2)™% |
®>0, v holomorph auf E-{1}, stetig in 1 und #0 fiir alle weEu{1}.

Die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung von g im Nullpunkt
bezeichnen wir mit b und verlangen speziell bn#O fir alle n20,

Eine vorgegebene Folge (s") transformieren wir, z=flw) gesetzt,
iiber die Identitat

< 1
(e¢) (1-2) z:s 2’ = —— b U w"
v=0 " 9wl o ™ 7

in eine Folge (U ) und nennen (s ) kurz (f,g)-limitierbar zum Wert s,
wenn die Folge (Un) fiir n—> o |hrerseits gegen s konvergiert.

Substantiell geht diese Definition auf GrRonwaLL [18] zurlick. Es sel
ferner auf AmERIO [1], BiriNDELL! [12] und BusToz - WRIGHT [14] ver-
wiesen. Die hier wiedergegebene Variante wird bei FiscHER [16] eingehend
diskutiert.

Wir formulieren nun zunéchst die beiden Hauptsitze iiber Gronwall-Ver-
fahren im Sinne der entwickelten Systematik fiir komplexwertige Abel-Ver-
fahren. Wie man sich anhand der in [16] (s. 1.1.14, S. 8 f, 2.1.1, S. 24 f und
2.1.3, S. 26 ff) verwendeten Notation leicht klarmacht, sind die Sitze 4.3.2
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und 4.3.3 in der Tat lediglich “Ubersetzungen" der entsprechenden Sitze
2.1.1 und 2.1.3 aus [16]. Daher kdnnen wir auf die Beweise verzichten.

4.3.2 SATZ (GroNwaALL)
Die Folge (s)) sel (f.g) -limitierbar zum Wert s. Dann ist
®,[s 122 holomorph in f(E) und es gilt s,—>s (A, (Bx)) fur
jedes B mit Q<B<tanm/2x, B<w,

4.3.3 SATZ (GrONWALL, BIRINDELLI, BUSTOZ - WRIGHT)
Sel B>tanw/2A. FlUr eine vorgegebene Folge (sn) sel Oo[sn]
holomorph auf f(E)-{1} und es gelte s,—>s (A (Bx)). Dann
Ist (s ) zum selben Grenzwert (f.g)-limitierbar.

Hinsichtlich Satz 4.3.2 konnte BusTtoz (s. [13], Theorem 1, S. 785 ff )
eine Erweiterung beweisen. Doch gelang dies nicht ohne zusétzliche Voraus-
setzungen an die zugrundeliegende Funktion f. Wir gehen einen anderen Weg
und greifen zum Beweis des BusToZ'schen Satzes auf Satz 4.1.5 zuriick,
daher kommen wir ohne jegliche Zusatzannahmen aus.

4.3.4 KOROLLAR
Fur alle w>-1, 0<fstan=n/2X, B<o glit

s,—s (f,g) = sn—bs(Au(Bx)).

Beweis: Nach Satz 4.1.5 gilt A _(Bx)

= AO(Bx). Der Hinweis auf Satz
4.3.2 geniigt nun, um alles zu zeigen. &

Formal betrachtet, haben wir also eine Verschidrfung des oben zitierten
Theorems 1 aus [13] erhalten. Indes, Die Aquivalenzaussage 4.1.5 entlarvt
den genannten Satz als triviale Konsequenz aus 4.3.2. Man beachte dennoch
die Einfachheit des gegebenen Beweises im Vergleich zur Darstellung in
[13]. Fir ganzzahlige « siehe auch FiscHeR [16] (Abschnitt 3.4, S. 77 ff,
insbesondere Satz 3.4.3).
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Wir behandeln nun noch eine Aussage zum Produkt — genauer, zur Hinter-
einanderschaltung — von Abel- und Gronwall-Verfahren. Verwandte Sitze
gehen urspriinglich auf Szasz [31] — Aoc AOCk (Cesaro-Verfahren) -
und AmiR [2] - AuCAaHx (Hausdorff-Mittel) — zurlick. Komplexwertige
Abel-Verfahren und (f,g)-Verfahren betrachtet dagegen als erster BusToz
(s. [13], Theorem 2, S. 789 ff ). Fiir Jewells eingeschrénkte Klassen von
Abel- und Gronwall-Verfahren beweist er A (x tan ©) C A (x tan ) (f,g)
wobel 0s@<n/2. Wir werden nachweisen, daB diese Behauptung in einem
allgemeineren Sinne Giiltigkeit hat. Das entscheidende Beweishilfsmittel ist
wieder die Aquivalenz A“(R) tAo(R) fir Stolz'sche Randfunktionen R (Satz
4.1.5). Dariiber hinaus bendtigen wir noch das folgende Lemma.

4353 LEMMA

Sei f eine Funktion die 4.3.1 (*) gentigt, ferner R eine Stolz'sche
Randfunktion, etwa R(x) =Bx mit O<p<e , und

R.(x) = x tan (N arctanB)  [A wie in 4.3.11].

Fur alle te[0,1[, ¢>0, gibt es dann ein t<[0,1[ und ein r>0, so
daB
f(S'_(tR)) C SP(tRf)
Beweis: Nach 4.3.1(+) haben wir fiir weE-{1}

80 1-fw) = (1-w) > wiw)

mit a:=¥(1)>0. Wir setzen z=f(w), wihlen ein te[0,1[ sowle ein ¢>0 und
vereinbaren © :=©(w):=arg (1-w) fir alle weE-{1}. Es folgt

(2) 1-z = |[1-w[1/ > 1®(W)/2 (a+of(l)
fiir w—=>1, we¢E, und daher auch

(3) [Im(z)| = |Re(1-2)| |[tan(®(w)/))| (1+o0(D)

filr w—=1, weE.
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Nun gibt es ein r'>0, so daB die Abschdtzung in (3) — genauer, der
Term o(1) — fiir [1-w|<r' betragsmiBig kleiner als der positive Wert

_1_[ tan ((arctanB)/))

2 | tan((arctan (tp))/X) '1] = (B-1)/2

bleibt. Ferner existiert nach (2) ein r'">0 mit
f-z| < [1-w['/™ - 2a
fiir [1-w|<r". An dieser Stelle nehmen wir irgendein positives

r< mln(r', r’, (p/2a)>‘)/ ¥ 1+t2p2

und fixieren ein wcsr(tR).
Sodann folgt 0<1-Relw)sr sowie [Im(w)|<tp|i-Relw)|, also auch
H-wi® s r*(1+t%p%). Damit schlieBen wir

0 < 1-Re(w) < [1-z|
< ll-wl'/)‘ - 2a

1/2)
< A/ (14 4242) A o
<p

und weiter, t=(1+1/B)/2 gesetzt,

[Im(z)] < [1-Re(z)] tan(®/2)-(1+(B-1)/2)

W

[1-Re(z)| tan ((arctan (tp))/A)-tB

t|1-Re(z)| tan ((arctanB)/\)

|tRf(1-Re(z))I

Daher haben wir z=f(w)eSp(tR) mit einem t¢[0,1[, &
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4.3.6 SATZ

Sei (f,g) ein Gronwali-Verfahren mit g(z)=(1-2)"° fiir ein 0>0.
Weiter seien «,8>-1 und 0<B< w |, Fir alle Stolz'schen Randfunk-
tionen Rix) 2 x tan ({arctan B)/)) gilt dann

A_(R) c A (Bx)e(f.g)

Beweis: Wegen Satz 4.1.5 diirfen wir uns auf «=§=0 beschrinken. Wir
setzen Rf.(x)==x tan ((arctan B)/)\). Offensichtlich gilt fiir alle RzRf
die EinschlieBung AO(R) C Ao(Rf)' daher geniigt es, die Behauptung
fiir R = Rf zu beweisen.

Sel also (s“) eine Folge mit s —> s (A (R)). O.B.d.A. gelte s=0, dann
ist Oo[s“](z) = op(l) bzw. @ [s ](z) =oll) fiir z—>1, zeS(tR), 0s<t<1. Nach
Lemma 4.3.4 existiert zu jedem tc[0,1] und jedem >0 ein te[0,1[ und
ein r>0, so daB f(S (tBx)) C SP(‘tR). Mithin gilt ® [s J(fiw))= ol fur
w—>1, weS(tBx), Ost<i. Aufgrund von Definition 4.1.1 (##) heiBt dies fiir
die (f,g)-Transformierte (U ) schlicht @ [U Jiw) = oD, also
A _(R)-lim U_ = 0, wobel R'(x):=px. Nun setzt wieder Satz 4.1.5 ein

und belegt den SchluB auf AO(R‘)—llm U = 0. Damit haben wir die
Behauptung verifiziert. &

Man sieht sofort ein, daB in der Situation von Satz 4.3.6 insbesondere
A“(Bx) C Au(Bx) o(f,g) gilt.

Obgieich wir eine Aussage bewiesen haben, die deutlich liber das In [13]
formulierte Theorem 2 (Zitat s. oben) hinausreicht, konnten wir einen kiir-
zeren Beweis liefern.
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SYMBOL- UND ABKURZUNGSVERZEICHNIS

Potenzreihenverfahren - alilgemein

[P;pn;R] ................................ 5
EPap T EPY EpFcoics wis sonmoonn wom ovnve o sioemics % i 7
Qp[sn](z) — z D B (v 510 orewia e ae ee eeie o enere 6

Potenzreihenverfahren - speziell

- Abel-Verfahren

Kor Pgisinrs sue mives s wiw wries sie sisieiss wm sosieEis e e 1
AR vovwin aficamica S MOUENING BN DVRIEE W SR 0 75, M2ff
Au(R) 1= [P;pn;R] .......................... 12 ff
) ot n+x
mit  P(z) :=(1-2) P g
= [N+
®_[s_liz) 1= (1-z)**? "Z-o ( " )snz“ ............... 114
— logarithmische Verfahren

| Lo' Lu(R) ........................... 1o f
Als_)z) = —0b i a_,ua1 129

n W e n+1 ...............
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— andere Verfahren und Klassen

PUARY s win o w7000 58 4 40 0508 W wisoe g sun e s 32
PP ol I iy o wossmsans Mpomsusmcpersie RAGIERY (S MG 79 f
BEEV BT oonio mi sy pie wsurer s S esase Wi Seens 81
BT, BRATR) v wive ois wpocwmsn son wmsms W biwee 80
RENCT 8o s e wpe anwciaiin st sisicn Wi Winaerss ¥ ieins 80
(f,g) (Gronwall-Verfahren) . . . . . .. .......... 131

Randfunktionen und Limitierung

HR(R) (holomorphe Randabstandsfunktionen zu R) . . .. 9
SRF (Standard-Randfunktion) . . . . . ... ... .... 17
PR (Randabstand) . . . .. ... ... .. ........ 9
R %R, (Ordnungsrelation fiir Randfunktionen) . . . . . . . 18
R~R, (Aquivalenz fiir Randfunktionen). . . .. ... ... 18
SgR), SR wv i Gt vl s v s e v e e 5
2L RESIRY .s vn cuva s s SRR B SETe N W § 5
OV OgMl) oo sis wompeine v woeviiwife ST simi B SRR § 19f
BB IBP o] v scwie o S SHCRE R ARG S SRR 3 6
g, = OM IR BT wvivia sua o aien Bn PERE ER DRAIE § 7
s = ol [P;pn:R] .......................... 7
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Allgemeine Symbole

cf") (Stirling'sche Zahlen 1, Art). . ... ... ..... 54f

dl(k) (Stirling'sche Zahlen 2. Art). . . . ... ... ... 55
[a]:= max(veZ | va) (GauB'sche Kiammer)

c"‘k = ¢{c+l) + - (c+k-1) fiir k>0, ceC

™=

c*¥:= ¢le-1) -+ - (c-k+1) fiir k>0, ce€
L

BV([0,1]) (Funktionen beschrankter Variation auf [0,1])
E := {chI lz| <1} (offene Einheitskreisscheibe)

& (Beweisenden)
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